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VORREDE  ZUR  VIERTEN  AUFLAGE. 


Der  vorliegende  erste  Band  giebt  gewissermaassen  einen 
ersten  Cursus  der  DiflFerential-  und  Integralrechnung  d.  h.  un- 
gefähr soviel,  als  an  Universitäten  und  polytechnischen  Insti- 
tuten in  einem  Jahre  vorgetragen  zu  werden  pflegt;  sein  Inhalt 
dürfte  ziun  Studium  der  gangbarsten  Werke  über  analytische 
Mechanik,  Ingenieurwissenschaften  etc.  ausreichen.  Wenn  nun 
auch  die  Wissenschaft  seit  dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage 
(1868)  mancherlei  Fortschritte  gemacht  hat,  so  ist  doch  jenes 
Pensum  hiervon  wenig  berührt  worden,  und  man  wird  es  daher 
natürlich  finden,  dass  sich  die  vierte  Auflage  nicht  bedeutend 
von  ihrer  Vorgängerin  unterscheidet.  Die  Darstellung  ist  hier 
und  da  präciser  gefasst  oder  verallgemeinert  worden;  in  §.  32 
habe  ich  zur  Entwickelung  des  unendlichen  Productes  für  den 
Sinus  das  von  Prof.  Schröter  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  angegebene  sehr  elegante  Verfahren  benutzt;  in 
§.  57  sind  die  unbequemen  Cauchy'schen  Ausdrücke  für  die 
cyclometrischen  Functionen  complexer  Variabelen  durch  ein- 
fachere Formeln  ersetzt  worden;  neu  hinzugekommen  ist  §.  116, 
die  Integration  der  homogenen  Diflferentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  enthaltend.  Schliesslich  darf  ich  wohl  Lehrer  und 
Studirende,  welche  jeden  der  vorgetragenen  Theile  der  Diflferen- 
tial-  und  Integralrechnung  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert 
zu  sehen  wünschen,  auf  mein,  gegenwärtig  in  zweiter  Auflage 
erscheinendes  „Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
Leipzig,  Teubner"  aufmerksam  machen. 


Dresden,  im  Juli  1874. 
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Po<'.tordi8sertation :  Demonstratio  nova  etc.  Helmstadii  1799,  die  beiden 
anderen  in  den  Comment.  Gotting.  a.  1816,  pag.  107  und  pag.  135.  Der  im 
Texte  mitgetheilte  Beweis  ist  der  Legendre-Cauchy-Sturm'sche. 
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I.     Die  veränderlichen  Grössen  und  die  Functionen. 

A.US  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
und  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können;  man 
darf  sich  daher   an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  oo  bis  -]-  oo 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzusehen.    Demnach  kann  auch  der 
üebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  h  ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  h  denkbaren 
Zahlen  getroffen   worden   sind;    ein  solcher  Üebergang  heisst    ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  a&  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  a  und  h  liegenden  Punkte  der  6erad||a  ge- 
troffen werden.     Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be- 
8888  und  nachher  durch  stetigen  Üebergang  den  Werth  h  erhielt; 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Yariabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  ein^n  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet.   Zahlen  dagegen,  denen  man  den  CharaHer  stetiger  Aende- 
ning  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Constanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes, 

SchtOmileb,  AnalTfta,  X  ^ 
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Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  2.  B. 

so  entspricht  jedem  willkührlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Yariabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =f(x),  y  z=  fp(x)u.  dgl., 

womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  femer  drei  veränderliche  Zahlen  a?,  y,  jP  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  0  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

.  '  x^         y« 

^^  ''  — 2^~2T' 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  0  gleichzeitig  von  denen  des 
X  und  des  y  ab;  dann  heisst  e  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Variabelen  x.xmä  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 

ß  ==  F(x,  y)  oder  z  =/(«?,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Variabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Variabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden; 
ob  die  abhängige  Variabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  A1)- 

schiÄtt  m.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaflTen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Variabelen  als  die  Coor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  dier  zwischen  den  Varia- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y  z=zf(x)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten;  der  Gleichung  2)  entspricht  ferner  ein  hyper- 
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boHscIies  Paraboloid,  allgemeiner  ist  z  =  F  {x^  y)  die  Gleichung 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
belen  wie  z.  B.  w  =  g?  (a;,  y,  e)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

* 
IL     Die  einfacjien  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Variabelen  x  die  vier  arithmetischen 
Grandoperationen  vor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

a  -f-  Ä,  a  —  X.  ox,   — , 

X 

die  mccn  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  a  ■\-  tx^  begriffen  sind.  Ferner  liefert 
die  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird ;  die  erste  dieser  Functio- 
nen,, nämlich  x^^  führt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a^Exponentialgrösse  genannt  wirdi 
Denkt  man  sich  ferner  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  Hogx^  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  loganithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann'  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
Beheti  und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  z.  B. 

sin  (1,570796  .  . )  =  sm  ^  =  sin  90«  =  1, 

cos  (1,047197* .  .)  =  C05  —  =  cos  60«  r=  0,5, 

tmB  =  tan  1710  53' 14"  4  =  —  0,1425467,       ^ 

und  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
u,  nämlich  sin  u^  cos  u,  tan  u,  cot  u,  sec  u,  esc  u. 

umgekehrt  kann  man  auch  eine  Yariabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
ziehen; hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Panctionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der Bogen,  welcher  mit  aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

arcsm  (+  i)  =  +  J,  ^^^^^  (""■?)  ^  ~f  * 

B 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 


arccos 


(+ vt)  =  +T'        '"'''''  (- vt)  =  T 


Femer  ist  unter  a/rctan  x  deijenige  im  ei^sten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen,  z.  B. 

arctcm  (Vo  )  =  -r- »  ardan  ( —  1)  =  —  — » 

6  4 

arctan  oo  =  —  • 

Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arccotx, 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelationen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 

ist,  hat  Vi — x^  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  *  CMTCsin X  =  arccos  Vi  —  x^. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin x  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist 

2)  arcsinx  -f-  arccos x  =  J  sr. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

X 

eine  Tangente  =    .  j  diess  giebt 

Vi  — ic* 

3)  arcsinx  =  arctan 


Vi  — o;«' 
Einer  Tangente  =  z  entspricht-  umgekehrt  ein  Sinus  = 


Vl-f  ^2' 
d.L 

4)  aräan  e  =  aresin    .  =  arccos 


X 

wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von     ^ ;  =:  g  er- 
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hält.     Derselbe  Bogen,  welcher  e  zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Co- 

tangente  =  — ,  mithin  ist 

z 

5)  ardan  z  =  arccot  — ; 

das  Complement  dieses  Bogens  hat  z  zur  Cotangente,  folglich 

6)  arctanz  +  arccot  z  =  \7C. 

Aehnliche  Formeln  für  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln. 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u  und  v  sei 
sin  w  =  a?,     mithin  u  =  arcsin  x, 
sinv=  fft   '     n      V  =  arcsinpi 

§ 

man  bat  dann 

sin  (u  -\-  v)  =:^  sinu  cosv  +  sinv  cosu 

=  xVl-y^  +  yVl  —  x^ 
und  auf  ganz  ähnliche  Weise 

0 

An  dem  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten  oder 
des  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

w  +  v  =  aresin  (xV  1  —  y^  +  y  V^l  —  x^) 
oder  vermöge  äer  Werthe  von  u  und  v 

7)  orcsinx  +  arcsiny  =  aresin  (xYl  ^y^  ■}-  y  Vi  —  x^\ 

x^  +  y^<  1. 

Liegt  dagegen  u  •{■  vim  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

u  +  V  =  7t  —  aresin  {xYl  —y^  +  y  Yl  —  x*^) 
oder 

8)  aresin x-^ aresin y  =  7t  —  aresin  (xYl—y^  +  yYl  —  x^)^ 

ixi^  +  y^'>  1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zU  der 
Formel  

9)  arcsinx  —  aresin  y  =  aresin  (xYl  —y^  —  y  V^l  —  x^) , 
bei    welcher   es  keiner  Unterscheidung  bedarf,   weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  —  \7t  und 
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Ist  femer  bei  zwei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  u 
and  V 

tanu  =  X,    mithin  u  =  ardanx^ 

tanv  =  y,        9      V  =  arctany, 
so  hat  man 

M-^  r«  j_  *A  —   ^«>m  +  tont?   _  a;  +  y 

ran  [u  -f-  v)  = r r~- —  =  ^ • 

1  —  tanu  tanv        1  —  xy 

Im  Falle  a;y  <^  1  ist,  liegt  u  -f-  t;  im  ersten  Quadranten,  und 
dann  folgt 

+                       x  A-  y 
V  =  arctan 
l—xy 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

X  A-  V 

10)  arctan  x  +  arctan  y  =  arctan  - — —^ , 
^  1 — xy 

xy<l. 

Wenn  dagegen  a?y>l  ist,  so  fallt  u  -^  v  in  den  zweiten'Qua- 
dranten,  und  man  hat  dann 

u  +  V  =  7t  —  arctan  — —^ , 

xy—l' 

d.  i 

11)  arcfano?  +  ardany  =  ä  —  ardan  — !— ^  ,    , 

a?3f  >  1. 
Durch  eine  ganz   ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu   der 
Formel 

X  —  1/ 

12)  arctan  x  —  arctany  =  arctan  - — j— ^— , 
für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


m.     Continuität  und  Biscontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erwfihnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Variabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Yariabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

y  =  fix) 

als  Gleichang  öner  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 


Fig.  1. 
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Cnrve;  sollte  letztere  aus  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  feissen  ¥rir  * 
jeden  derselben  einzeln  in's  Aoge. 

Sind  nun  in  Fig.  1  OÄ  =  a  nnd  OB  =  5  >>  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  nnd  AC  =  f(a)^  BD 
=  f(h)  die  zugehörigen  Ordinaten,  .so 
können  bezüglich  des  Curvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  C  nach  D,  oder  sie  er* 
]eidet  auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f(x)  conti- 
nuirlich,  von  a;  =  a  bis  x  =  bj  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass/(a)  und  f(b)  reel] 
sind,  dass  aber/(a;)  für  gewisse,  zwischen  a  und  h  liegende  Werthe 
von  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y  =  V(a?-l)(a;~3), 

welche  sowohl  für  x  <^  1  alsfura?>3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <  »  <C  3  imaginäre  y  liefert;  von  a;  =  |  bis  .T  r=  4  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
ven  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

•       y  =  (a?  —  2)  V(a?-l)(a:  — 3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  x  =  l  und  x  =  3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genani^n  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x  =  2  und  y  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  a?  =  a  bis  a?  =  6  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle   OM  =  ^  die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  MP 


Fig.  2. 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die.  zweite  M  Q  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  x<^^  durch  J  —  y, 
und  jedes  a?  >  ^  durch  |  +  ^  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Coordinaten  von  P  mit 

OJf  =  I  -  0,     MP  ^fii  -  0), 
und  die  Coordinaten  von  Q  mit 

zu  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function / (o;)  bleibt 
an  der  Stelle  a;  =  |  continuirlich,  wenn/(|  —  0)  =/(J  +  0),  sie 
wird  dagegen  für  a?  =  S  discontinuirlich,  wenn/(S  —  0)von/(|4'0) 
verschiedeo  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f{x)  zwischen 
o;  =  a  und  x  =  h  theilweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

/(a,  4- 3)  _ /(«  _  y) 

mit  Y  ui^d  ^  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =^  a  bis  o;  =  5  gehenden  Werthen  des  x, 
so  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und&  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x^  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  /(o?)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität. 

So  ändert  sich  z.  B.  die  Function  fix)  = discontinuir- 

x —  1 

lieh  beim  Ueberschreiten  der  Stelle  o;  =  1|  denn  es  ist 

/(l_y)=:-l,         7(1-0)  =  -00, 

/(l  +  Ä)  =  +i,^      /(l  +  0)  =  +  flo; 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  oo  nach  -}"  «>  statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  +  arctan r, 

wobei  der  auf  S.  4  angegebene  Sinn  des  Zeichens  arctan  streng 
festzuhalten  ist.     Man  erhält  . 

/(l  —  y)  =  2  +  aräan  f j  =2  —  arctan  — , 

/(l  —  0)  =  2  —  arctan  oo  =  2  —  |  ;r; 

/(l  +  ö)  =  2  4-  arcta/n  -j-, 

/(l  -f  0)  =  2  +  aräan  oo  =  2  +  Jjr; 
an  der  Stelle  x  =  1  geht  also  die  Curve  sprungweis  von  2  —  ^7t 
nach  2  4"  i  ^*     Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 


Einleitung. 
f{X)  =  — 1 arctan 


2        '        3C  X  —  a 

bei  welcher  an   der  Stelle  x  =  a  eine  discohtinuirliche  Aenderong 
von  f(a  —  0)  =  h  nach  f(a  -f  0)  =  c  eintritt 

Dass  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Con- 
tinnität  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f{x)  =  t(mx\  an  den  Stel- 
len «=  ijÄ,  i  |^,  i  |ä  etc.  geht  nämlich  tanx  von — oo  nach 
-|-  00  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer Variabelen  über|;ragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Va- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yerticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
fende Durchschnittslinie  bilden  muss. 


ly.     Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  —  die  Variabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

X 

so  Bimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus :  „Bei  unendlich  wachsenden 

a?  convergirt  —  gegen  die  Null"  oder  „für  a?  =oo  ist  derGrenz- 
werth  von  —  gleich  Null" ;    die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

X 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenz werth  von"  irgend- 
wie abkürzt  i  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim. 
(von  limes),  und  man  schreibt  daher 

Lim  —  =  0 ,         für  0?  =  00 . 

X 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 

druck h  &  gegen  die  Grenze  &,  d.  h. 

X 


Lim  ( |-5j  =  5,         fura?=oo. 


Dem  entsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

Limf(x)  =  A ,     (a?  =  oo), 
da88  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Fuxiction 
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f{x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
in's  Unendliche  wäclist.  Geometrisch  heisst  dies,  die  Curve,  deren 
Gleichung  y  =/(a;}  ist,*  hat  eine  in  der  Entfernung  A  parallel  zur 
0?- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Eärze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  G7,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  S  oder  ^.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter- 
suchen, die  später  sich  al?  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 

fl^m  +  l — 5*»  +  ! 

a  —  b 
=  a"»  +  a*»-^  b  +  a*»-'  5«  +  •  •  •  ab*»^i  +  &« 
möge  a  I>  &  sein;  die  rechte  Seite  erhält   dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  h  setzt,  mithin  ist 

oder   durch  Wegschaffung   des  Bruches  und  Vereinigung  aller   der 
Grössen,  welche  a"*  enthalten, 

1)  [a  —  (w  +  1)  fa  —  b)]  a»»  <  b"»  +  i- 

1  1 

Die  Substitutionen   a=lH ,5=14-    — ; erfüllen 

m  '     m  +  1 

die  Bedingung  a  >  5  und  geben 

folglich,  wenn  der  Beihe  nach  m  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

G+f)'<('+^)'<('+^)'<- 

/  l\« 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Ausdruck  l  1  +  — )  fortwäh- 
rend wächst,  wenn  o  d£^s  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft 

Die  Formel  1)  giebt  femer  f ür  a  =  1  +  ^— ,  5  =  1,  m  =  n 
und  durch  Erhebung  auf's  Quadrat 


0 + fj 


3» 

<4. 
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Kach  Nr.  2)  ist  nun  um  so  mehr 

es  mag  also  iw  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  (  1  -j ) 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  ( 1  -f-  — )  wird  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  gross,  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ^  2 
aber  ^  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  o  die  Gleichung 

3)  i.m  [(l  +  i)"]  =  e. 

Ist  CO  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine. positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  6  und  r 
=r  ö  -{-  li  zwischen  denen  o  liegt;  man  hat  dann 


1  +  ^>l  +  ->  1  +  -. 


mithin  auch 


Zugleich  lässt  sich  o  unter  der  doppelten  Form  o  =  Ö  -^  a 
and  CD  =  r  —  ß  darstellen,  wo  a  und  ß  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

o+ir">('+^)">o+i)'~' 

« 

wofür  man  schreiben  kann 

Bei  unendlich  wachsenden  o  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  6 
ondr  in's  Unendliche  zu;  dieAusdrück^  f  1  +  ■— j  und  f  1  +  ■— j 

convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 

a  ß 

—  sowie  ~  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.    Hieraus 

zusammen  folgt  die  Gleichung 


^ 
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4)  Lim[{l^Ly]=e, 

welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
o  besteht 

Ist  CD  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
o  =  —  (^  -|-  1)  setzen,  wo  q  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

(■+^)"=('-d^r"""=('+^)'('+i)- 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

6)  Lim  [(l  +  i)"]  =  e, 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  (o  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  o  eine  grosse  Zahl  setzt  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausführt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§•  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

e  =  2,718281828469  .  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

'1 
dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  —  =  d  setzt,  wo  nun  d  eine 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

6)  Lim  [(1  +8)^]  =  e. 

B.     Indem  man  'die  identische  Gleichung 

beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

7)  Um      ■    ;.        ^r=loge. 


C,     Wenn  d'  irgend  eine  gegen  die  Null   convergirende  Zahl 

bedeutet,  so  hat  a^  die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

a^—  1  =  Ä,  mithin  -Ö-  =  ^log  (1  +  d) 

setzen»    Hieraus  folgt 
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a*-l 


d      ~  Hog  (1  +  8)  ~  ^log  (1  +  S) 

d 
und  durcH  Üebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig  nnendlich  abneli- 
mende  d'  und  d 

..  -.     g^— 1  1 

8)  Lm  — s —  =  — —  • 

D.     Die  Formeln  7)  und  8)  können  nocH  zur  Bestimmung  des 

Grenzwertlies  von  ^ benutzt  werden,  worin  8  eine  irgend- 
wie gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bedeutet.  Es  ist  nämlich 
identisch 

(1  +  g)/^^  1  _      ^/i%(i  +  <y)_i     logXl-^6) 

ä  ~ '^      (ilog{l-\-ö)  d        '  ' 

wobei  zur  Abküftsung  log,  statt  ^log.  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  filog(l  -{-  ö)  =  ^,  so  hat  man  auch 

(1 +  «)/*-.  1  a^— 1     log(l  +  8) 

d =  f'—^ d 

und  hierin  bedeutet  Q"  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  Ö  ver- 
schwindet. Durch  Üebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

9)  Lin.^'+T-'^i^ 


E.     Wir  wollen   endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

sich  das  Verhältniss      .      in  dem  Falle  nähert,  wo  ^  gegen  die  Null 

convergirt.     Denken  wir  uns  unter  d*  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

und  omgekehrt 

1     ^^  i_  -x^  cos^ 

sin  d'       ö"        sin^* 

mithin  durch  Multiplication  mit  sin^ 

_  .     «in  ^  .  ^ 

1  J>  — s~-  >  CÖS  -ö". 

Da  bei  verschwindenden  d"  die  einschliessenden  Grössen  1  und 
cosd"  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

1/v.  -r.     stwO" 

10)  N  Ltm  -^  =  1. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  späteren  Un- 
tersuchungen. 


V.     Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (y  =  sin  x)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet. 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.     So  z  B. 

steigen  die  Parabeln  y  =  y^  und  y  =  a?«  gleichzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unteischied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthoms  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  :=z  ax  -|-  h 
sein  möge.  »Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drücken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig;  8  OM  —  X,  MP  =  y,  MN  =  PÄ  =  1,  so  ist  QB  die  ent- 


Fig.  8 


sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

ÖB  =  fan  QPB  =  a\ 
in  der  That  hängt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  für 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve  dar- 
gestellt. Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
QB  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche  der  Abscissenzu- 
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nähme  MN  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P  aus 
in  ihre  Tangente  verliefe,  also  in  die  gleichmässig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


M,   N 


P  T  überginge.  Nennen  wir 
wiederum  Q  B  die  Steigung 
der  Curve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  PT  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometnsche  Tan- 
gente  dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit, wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Kenntniss  des  genannten  Winkels  führt  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfaQen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Curvenpunkt  P  mit  einem  zweiten,  wiUkührlich  aui  der  Curve 
gewählten  Punkte  P|  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  P|PZ7=<y, 
welchen  die  Secante  PPi  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
föhnmg  der  Bezeichnungen  OM  =  x^  MP  =  y  =/(a?)  und  MMi 
=  8  erhalten  wir 

_PiU  _MiPi—MP  _f(x  +  i)  —fix) 
Pü  ~        MMi         ~  6 

Lassen  wir  jetzt  8  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  festbleibenden  Punkt  P  und  wird  für  8  =  0  zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  6  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abscissenachse,  welcher  t  heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1)  ge- 
radezu d*=  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

^nnd  nichtssagende  Resultat  r--  erhalten;  mai^  thut  daher  besser  nur 

andeuten,  dass  schliesslich  8  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 

2)      to,,^r/(^  +  ^)-/(^) 

L  0  J(<r=o) 

In  jedem  speciellen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
^  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.     Für  f(x)  =  x^  hat  man  zunächst 

tan  6  =  ^ — ■ — ^ =  2x  +  8, 


1) 


tan  6  = = 


]._ 
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mithin  für  5  =  0 

fem  V  =  2x. 

Ferner  ist,  wenn/(a;)  =  V a^  —  a?*  genommen  wird, 

mithin  für  d  =  0 

Va«  —  «« 
Die  Formel  2)  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  d  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkührUchen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  wo 
i  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande* 
ren  Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Null  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  8  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  t  die  Grenze  von  (T,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

3)  «S«.  =  2,«/^Jl«)-/(-) 


I 

Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  d  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  S  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe« 


DIFFERBIfTIALRECHIirUNG. 


i><!hlöinilcli,   AnalysiS. 


Gap«  L 

Einfache     Differentiation. 

§.1  '  mj 

Differenzen  und  Differentiale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

fix  +  S)-  /(x) 


dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  ijleichung  y  =f(x)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben'  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  /^  (x) 
zu  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 

1)  /(^i  =  i,v«/^±j|j-m 

die  Definition  von  f  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  Y  dor 
Einleitung 

wenn /(a;)  =  a  a?  -f  &,  f  {x)  =z  a, 

,     f(x)  =  x\  f{x)  =  2x, 


f{x)  =  Va'^  —  x\  /(^)  =  - 


X 


überhaupt  nennt  mtai  f  (x)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function  f(x). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  d,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter- 

2* 


20  Cap.  I.    §.1.    Differenzen  und  Differentiale. 

schied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  -\-  o  und 
dem  früheren  Werthe  x,  _  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  z/,  so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  ^^  zu  bezeichnen,  wobei  ^  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  verschiedene  x  sind,  welche  um  z/  differi- 
ren/ Consequenter  Weise  bezeichnet  hiernach  ^y  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  y,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  x  -{-  /ix 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y  z=f{x)  ist  dieses  /iy^=:f{x  -\-  ^x) 
—  f(x)  mithin 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  ^x  und  /l  y 
»Wt  ^x  nnd  /^y  zu  schreiben,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
Jkx  und  ^y  für  JProducte  anzusehen.  Die  Grössen  /dl  x  und  /i  y 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  y\  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

^y  ^f{x  +  Jx)'-f{x) 

4x  id  X 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

.Wenn  nun  8  =  4x  gegen  die  Null  convergirt,  so  nähert  siph 

auch  4y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim,  zu  ersparen, 

schreibt  man  -r—  statt  Lim  —r-i  also 

dx  nx 

2)  S=-^'(^> 

ax 

Hier  bedeuten  dx  und  dy  Differenzen,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  .als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verschie- 
denheit allein  in  der  Schreibweise  liegt.      Durch  die  Benutzung  des 

d  11 
Zeichens  —  werden  die   auszuführenden  Rechnungsoporationen  nur 

(X  X 
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angedeutet,  während /' (x)  das  fertige  Resultat  angiebt,  z.  B. 

(ier  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnach  ein  ganz  ähnlicher,  wie  z.  E. 
bei  3>  =  9,  Vlb  =  5  und  dergL 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenzenquotient  und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  ^x  und  jJy  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
Unterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  ^x  und  ^y  genommen  wer- 
den.   Setzt  man  daher 

3)  :^  _  ^  _  n 

^x       dx~  ^' 

80  ist  Q  eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  wird,  sobald  ^^und  ^y 
gegen  die  Null  convergiren.     Aus  Nr.  3)  folgt  weiter 

^^  =  (i  +  ^)'^*    • 

oder  wegen  Nr.  2) 

^y  =f'(x)  ^x  +  qJx\ 
lassen  wir  ^x  und  dy  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  Q  und  es  bleibt 

4)  dy=  f  {x)  dx 

^  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
die  Aenderung  dy  gleich  dem  Producte/'(a?)  dx.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Punkt  Px  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  dx  und  dy  ebenso 
Diultiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen ;  hierin  be- 
ateht  ein  nicht  geringer  Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an ,  die  ver- 
achiedenen  einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
zu  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquotienten  aufzusuchen.  Bevor 
vir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 
acbe  Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen ;  namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden ,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5   (a.  f.  S.)  sei  OJf  =  x,  MP  —f{x),  und  die  über 
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()or  Abacisse  stehende  Fl&che  B  OMP  =  F(x);  ändert  sich  dieAb- 
scisse  um  MMi  =  ^x,  5o  ist 

F(x  +  Jx)  ^  F(x)  =  Flache  MMi  Pi  P. 
Diese  Flftche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  ^x  zur 


Fig,  ö. 


»    NM,     X 


mfm  und  <«  Mdbt 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
Jlfi  Pi  liegende,  w^m  auch  sonst  nicht 
n&her  bekannte  Ordinate  NQ  zur  Höhe 
hat;  demnach  istMMiPiPz=NQ.^x 
und 

^  X 

Bei  Terschwindenden  ^x  feilen  die 
drei  Ordinalen  MxPi,  NQ  und  MP 
in    die   einaige  IIP  =  /(x)    zusam- 


Fix)  =/(*). 
Dw  dtoRTirt«  FanctivMi  bedeat«t  also  im  vorii^emden  Falle  die 


Fij.«. 


A 


/■ 


J?L-3 


letzte  Ordinate. 

In  Fig.  6  sei  wieder 
0  Jf  =  X,  die  Quer- 
sduniltsfladie  MPQ 
=  ^  (r)  und  das  Y o- 
IwBMn,  weiÜMM  zwi> 
«dieia  d<m  Qoersduiit- 
tmOJ^CwajTPQ 
«tttloKm  ist  =  ^(x); 


l^(jr  4  jbr)  ~  ^(irt 


^^^jrott^priciit  dann 
£^  Tokgaqmmahnie 


1W  >^4A>^«^  VAl^Yi^Hfm   ))k$(^  $^  <iy)^«ti  C5&ii«r  ^wa^kklicn, 

>iNMwr  ^^r  a?«r  W^^J*^  ^^4wr  lf^i^^>  w«*^  ^««li  i?raÄ*a  MPQ  wnd 


<h 
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Betrachtet  man   die  unabhängige  Yariabele  x  immer  als  Ab- 
Bcisse,  so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differentialquotient  einer 
ebenen  Curvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
Bifferentialquotient  einer  Curvenordinate  ist.  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berührungs- 
winkels. 


§.  2. 
Differentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  f(x)  für 
X  denselben  "Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
f(x  -f  Jx)  =  a,  mithin  f(x  +  J x)  —  f(x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  ^x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  -—  =  0  und  da  =  0. 

dx 

n.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  xf*  erhält  man  augenblicklich 

/        ^x\f* 
^(xf^  ^  (x-\-^x)ft''Xf'  ^  V'^'ir)    """^^^ _  1 
^x  ^x  ^x 

X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  Ä  gesetzt  wird, 

X 

^x  S 

Wenn  nun  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  S  die 
Kall  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
te  Grenze  ft  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9) ;  daher  ist 

2)  ^l^^^ajA*-!  ymdd(xf*)z=fixf^'-'^dx. 

ni.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
i^eozenquotienten  von  a'  erhält  man 

^x  ^x  dx     ' 
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lind  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 

3)  ^>=a'     ^ 


dx  Hoge  ^ 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systems 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  2,  so 
dass  immer  e'-^  =  £  ist;  man  hat  dann  auch 

c'«  =  a 
und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmea  der  Basis  a  nimmt 

la  .  ^loge  =  Hoga  =  1, 
woraus  folgt 

4)  Hoge=rr-^      -^ =  ta. 

^  ^  la '     .<'loge 

Hiemach  lautet  die  Gleichung  3) 

5)  -4—^  =  a^'la  und  d  (a*)  =  a'^la  dx, 

dx 

Für  a  =  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

6)  _if3  _  ^x  und  d(e'^)  =  e''dx\ 

dx 

man  nennt  desswegen  e^  die  natürliche  Exponential grosse. 

IV.     Differentiation  des  Logarithmus.     Der  DifiFerenzen- 
quotient  von  Zo^a;  ist 


zilogx 

^  X 

log(x 

+  ^x)- 
^x 

-logx 

log 

zix 

X 

Jx\ 

X    ) 

1 

X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung mit  d  bezeichnet  wird 

X 

dlogx log  (1  -\-  S)      1 

^x  d  X 

Wenn  nun  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  log  e  (EinL  IV,  Formel  7) ;  diess  giebt 

.  dlogx löge 

^  dx  X 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  löge  durch 

8)  ^  =  ^« 
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ersetzen;  die  Grösse  Ma  Leisst  dann  der  Modul.us  des  logaritliini- 
schen  Systems  der  Basis  a ;  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

9)  \         =  — 2  und  dMogx)  =  — ^  dx, 

dx  ^      .  .  ^      . 

Am  einfachsten  werden  diese  Formelp  für  a  =  e  nämlich 

10)  -^ —  =  —  und  dlx  =  —  dx'y 
ax         X  X 

die  Logarithmen,  deren  Basis  e  ist,  nennt  man   desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.3. 

Differentiation  der  gonioinetriscb'en  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sina  —  sinß  =  2co8^{a  -\-  ß)  sin^(a  —  ß) 

erhält  man  für  den  DifPerenzenquotienten  von  sin  u  folgenden  Aus- 
druck. 

^sinu     .  sin (u -{-du)  —  sinu 2coß{u  -|-  \^u)sin\/lu 

du  ,du  du 

oder,  wenn  \du  kurz  mit  %'  bezeichnet  wird, 

dsinu  ,     .    -.  smO" 

-^^  =  cos  («  +  *) -^ . 

Die  Grössen  du  und  %^  convergiren  gleicl^eitig  gegen  die  Null, 

— ^ —  hat  die  Einheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

-.  dsinu  ...  _ 

1)  — = —  =  cosu  und  dsinu  =  cosu  du. 
'  du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.     Unter 
Benutzung  der  Formel 

cosa,  —  cosß  =  —  2sin\{a  -\-  ß)  9inl(a  —  /3) 

erhält  man  nämlich  für  Idu  =  d" 

d cosu cos{u-\- du)  —  cosu 2 sin  {U'\-\d v)  sin \du 

du  du  du 

sih  ^ 
==  —  sin  (u  4-  d')  — ^— 

und  durch  üebergang  zur  Grenze 

dcosu 

2)  -^ —  =  —  »inu  oder  dcosu  =  —  sinu  du. 
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Für  dio  Secante  hat  man  zunächst 
^secu sec  {u-^-  Ju)-^  secu cos u  —  cos {u-\-^u) 

^U  du  C08(U'\- du)C08U.du 

28in(u4-  \'^u)8in\Ju _      sin{u-\-%)  sin^ 

C08(u-]- du)cosu.du  ^cos(u  +  2d^cosu       d- 
mithin 

B)  —5 —  =  — -—  oder  dsccu  =  sec^u  stnu  du. 

du  cos^u 

Als  Differenzonquotient  der  Gosecante  ergiebt  sich 

Jcscu C8c(u  -\-  du)  —  cscu  ___   sinu  —  sin (u-\-du) 

du  du  sin(u-\'  du)sinu,du 

2eos{u^\du)sm\du  cos(t*-f  ^)  stn9' 

sini^'^-duismu.du  sin{u-\-2%)sinu       %• 

und  daraus  folgt 

^.  dc$eu  cosu     ,      -  ^  - 

4)  — ; —  = r-s—  oder  dcscu  =  —  csc^ueasu  du, 

*  du  sm^u 

Um  den  Differenienquotienten  Ton  Um  u  in  eine  passende  Form 
tu  luriug^  machen  mir  Gebrauch  Ton  der  Relation 


00s  et  oosp 


und  eriiah«A 

^Hmm       Um(M-i-dm)  —  fnmn  1  smdu 

^m  ^n  €m^-\-du)€^n       dm 

simdu 
W«n  ^m  ges«a  dit  Null  conT^rgirt,  wird  Lm    ^       =  1 

^  im         f^m 

*»  «wi  (« — iD 

^(fnitm (t^jfti  +  ^*> — <w<fo 1 9^^m 
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§.4. 
Differentiation  der  oydometrisohen  Functionen. 

Zufolge  der  Definition  von  arcmnx  zieht  die  Gleichung 

u  =  aresin  X 
die  omgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

sinji  =  x; 
aus  der  geänderten  Gleichung 

u  -\-  ^u  =  aresin  (x  -\-  doc) 
erhält  man  analog 

sin(u  -\-  ^u)  =  X  -\-  dx\ 
and  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  Dififerenzenquotienten 
ron  aresin  x  in  folgender  Form  darstellen 

d  aresin  X aresin  (x  +  ^x)  —  aresin  x 

^x  z/aj 

^u  1 

sin  (w  -|-  -^w)  —  sinn        sin  (w  -f*  ^^  —  s***** 

Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 
sinu  and  geht  in  den  Differentialquotienten  eosu  über,  wenn  /Ix 
und  i^u  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 

daresinx 1      1 

dx       ~  eosu        y  l^sin^u 
oder,  weil  mn  =  o;  ist, 

n        daresinx  1  ,        .  1  .       , 

1)        — =  ^s  daresinx  =  ^y       ^      dx. 

dx  Vi  — a?2  Vi— a?« 

Da  unter  aresin  x  ein  Bogen  zwischen  —  ^tc  und  -f-  ^sr  ver- 
standen wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
^t,  80  iisit  das  vorkommende  WurzeLseichen  immer  positiv  zu  nehmen. 
Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arccosx 
Anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
BelaÜon 

arecosx  =  |jr  —  aresinx 
^brauch  macht;  es  ergiebt  sich 

^arecosx arecos  (x -\- ^x)  —  arceosx 

/Jx  ^x 

aresin  {x  -f-  z/a?)  —  aresinx daresinx 

dx  ^ix 
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mithin  auch  beim  Uebergange  zur  Grenze 

d  arccos  x d  aresin  x 

dx  dx 

d.  i. 

^v  d  arccos  X  1  ,  1         , 

2)  ; = — ,  r  >     darccosx=  —  ,  ^  dx. 

dx  Vl—x^  Vl—x'^ 

Um  ferner  die  Functipn  u  ==  arctanx  zu  differenziren ,  gehen 
wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u  =  arctanx  ,  tanu  =  x 

u  4-  '^u  =  arctan  {x-]-  /dx)  ,    tan  (w  -f-  ^  w)  =  a;  -\-  d x^ 
und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctan  x 
in  nachstehende  Form 

jd arctanx arctan  (x-\-jdx)  —  arctanx 

Ax  jdx 

^u  1 


tan  {u  -\-  ^u)  —  tanu       tan  {u  -f-  ^u)  -^  tanu 

^u 

Dör  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tanu  und 
geht  in  den  Differöntialquotienten  sec'^u  über,  wenn  ^x  und  /In 
gegen  die  Null  convergiren;  diess  giebt 

d  arctan  x  __     1      1 

dx  scc'^u        1  -\-tah^u 

oder,  weil  tanu  =  x  ist, 

^.  d  arctanx  1  ,      ,  1       , 

3)  _^-_  =  ^-^^.     äara<mx  =  .^^-^^dx. 

Die  Differentiation  yojx. arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

arccot  X  =  \jc  —  arctan  X 
auf  die  Differentiation  von  arctanx  zurückführen;  man  findet 

,.  d  arccotx  1  -,  ^  1       , 

4)  — -^ =— •^— I — 5,     darecotx  =  —  ,    ,     .dx. 

^  dx  1  -\-x^  1  -{-  x^ 

Setzt  man  u  =  arcsecx  mithin  secu  =  x,  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

^arcsecx arcsec  (x-\-  ^Jx)  —  arcsecx 

jdx       ~~"  jJx 

_  ^ 1 

sec  {u-\-\du)  —  secu       Jsecu 

du 
woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcsecx  11  1 

dx  dsecu        sinu        secu  Ysec^u — 1 

du  cos^u 

d.  i.  wegen  secu  =  x 

^.         darcsecx  .1  ,  1  , 

5)  — =     ^,  ,     darcsecx=  ■  ,/■  dx, 

dx  xVx^—l  xVx^—1 

Mit  Hülfe  der  Belation 

arccscx  =  ^tc  —  arcsecx 
gelangt  man  endlich  noch  zu  der  Formel 

-.      d  arccscx  1  _  1  , 

6)  — = --===.,    darccscx  = , ,  dx. 

dx  xVx^  —  l  xM  x^—\ 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen- 
gesetzter  Functionen  zu  beschäftigen. 


.      §.5. 
Biffewntiation  der  Aggregate,  Producte  und  Quotienten. 

I.  Sind  A  und  J5  Constanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
hängigen Variabelen  a;,  so  bildet  das  Aggregat  Au  ■\-  Bv  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  o?,  welche  u.  A.  die  Summe  u  -]-  v, 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Au  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthält.  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
^d  i;  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 

^{Auj-Bv)  _  A(u  +  ^u)  +  JB  (t;  +  Jv)  —  {Au  -\-  Bv) 
dx  ^X 

du        -.  dv 
nx  nx 

Je  kleiner  dx  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 

du  dv 

fenzenqüotienten  -^ —  und  --3 —  von  den  entsprechenden  Differential- 

qootienten,  und  man  kann  daher 

du  du  dv        dv 

l^  —  di^^^'  'd^  —  J^'^^^ 

setzen,  wo  ^i  imd  Q^  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
dx  gegen  die  Null  convergiren.     Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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und  hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verschwindende  ^  x^ 
Qi  und  ^2  übergeht 

-V  d(Äu  -^  Bv) .  6?^  dv 

dx  dx  dx 

oder  auch 

2)  d{Au-\-Bv)  =  Ädu  -{-  Bdv. 

Für  5  =  +  1,  J?  =  —  1  und  J?  =  0  liefert  die  Formel  drei 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regeln 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  führte,  ge- 
langt man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

.         d(Äu-\-Bv -\- Gw-\-'")         A  ^^    t     n  ^^     i     n  ^^  t 

3 )        j =  A  — —  +  B  -= —  4-  O  -; — r  '  * 

^  dx  dx  dx  dx 

worin  das  Aggregat  Au  -\-  Bv  -\-  etc.  aus  einer  beliebigen  end- 
lichen Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  eine 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite- 
res, weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  ob  ^  ^i  +-^92  +  Cq^ 
-f-  *  *  *  in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  pi,  ^2)  Qs  •  ••  gegen 
die  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.     So  hat  man  z.  B. 

d  [(g  +  hxy]  _d[a^  +  Sanx  +  Sah^x^  +  h^x^] 
dx  dx 

dx      ^  dx     ^  dx      '  dx 

=  3an  +Sah^.2x    +  &»  .  3a;' 

=  3&  (a2  +  2ahx  +  h^x^)  =  35  (a  +  hx^. 
Ein  zweites  Beispiel  ist 


(t^O 


d  (1  +  X  +  x^  +  fl?»  +  ...  4-  a;«-!) 


dx  dx 

^d(l)  d(x)        d(x^)                   dix^-i) 

dx  dx           dx                          dx 

=  1  -f    2a?    +  •••  4-  (n  — 1)  a:"-«. 

IL     Sind  wieder  u  und  v  Functionen  der  Yariabelen  a?,  so  hat 
man  ab  Differenzenquötienten  des  Productes  uv 
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J  (uv)  (t^   +   ^f^)(v  +   ^t?)  —  UV 

Jx  ^x 

dv    .       du    ,    du      dv       . 
dx  dx        nx     nx 

Die  Grenzwerthe  von  — r-  .  — r-  und  dx  sind  der  Reihe  nach 

/JX      dx 

-—  ,  — —  und  Null;  mithin  wird 
dx      dx 

d(uv) dv  du 

^  dx  dx  dx 

and 

ö)  d(uv)  =:  u  dv  -\-  vdu. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  u  =  x^,  v  =  x^;  man  erhält 

dx 

wie  sich  auch  direct  ergiebt,  wenn  x^x^  m  a?"'^ zusammengezogen 
wird. 

IIL     Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —   bilden    wir 

zunächst  den  Differenzenquotienten 

(v\        V  +  dv         V  dv du 

\u/  u  -{-  du        u dx         dx 

dx  dx  (u  -{-  du)  u 

and  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 

du 

X 


'  \u/  dx  d 


oder 


dx  ti^ 

—  vdu 


"        <v) = '-^^ 


_  (1  —  fl?)  (--  na;»»  - 1)  —  (1  —  a;*)  (~  1) 


Hiemach  ist  z.  B* 

<^) 

dx  (1  —  a?)« 

1  —  nx^  ■"  ^  -|-  (n  —  1)  X* 

.  ^  (1  - «)» 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
80  hat  man  die  neue  Summenformel 
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1  +  2  a;  H-  3a;2  +  4a;3  +  .  .  .  H-  (n  —  l)a?«  - » 
1  —  nx"^  ~  ^  +  (^  —  1)^" 

-        '  (1  -  ^y 

Ueberhaupt  lässt  sicli  aus  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Variabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Variabele  ableiten. 


§.  6. 
Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  z  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  ;er=/[<jp(a:)] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  ;er  =  log  sin  X  in  je?  =  logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  z,  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

^x  idx  ' 

dafür  kann  man  schreiben 

^^  __/iy  +  ^y\  — /!>] .  ^y 

/Ix  jdy  /l  x^ 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  von  /[^]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Variabele,  mithin  /l y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

/Je         /i  z     d  y 
/ix        /Jy     /Ix 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 

.  dz  dz     dy 

dx        dy     dx*  • 

oder 

3)  dz  ^=  -^  '^-J^  '  dx. 

dy     dx 
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Demnach  erhält  man  den  Differentialquotienten  -7-,  wenn  man 

ax 

dz 
erst  den  Differentialquotienten  -j—  bo  bildet,   als  wäre  y  eine  unab- 

dv 
hängige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  -7^  multiplicirt;  die  Werthe 

ax 

d  z  d  y 

von  ~—  und  -=^  leitet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 
ay  ax 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

jgr  =  (a  -(-  hx^y 

gestaltet  sich  die   Sache  folgendermaassen.     Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

z  =  yP^    y  z=i  a  -\-  hx^ 

und  erhält  daraus 

dz  d  li 

mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

--—  z=  onpyP     ^x^     ^ 
ax 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  z  ihre  Werthe  setzt, 

a  X 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
^088  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabelen  y  und  z  in  Rechnung 
zu  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden ;  viel- 
mehr kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
'anction  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d{yP)  :=  pyP  -  ^dy  ist 

d[(a  -f  &ic«)P]  =  jp  (a  +  hx'')P  -  ^  d(a  -\-  hx"") 

=  p  (a  +  hx'')P  -i  hd (aj«) 

=  p  (a  -{-  bx*')P  —  ^  hrix"*-  ^  dx^ 

^as  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  x*.  In  der 
form  einer  Exponential grosse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

Sehlömlltb,  Analysls.  3 


f* 
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nach  der  Regel  d(ev)  =z  e^dif  erhält  man  daraus 

=  e^  ^^ {xdlx  -\-  Ix  dx) 
=  e*  '*  (  fl?  —  dx  -\-  Ixdx) 

=  a?*(l  -|-  lx)dx. 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man   zu  der  folgenden    kleinen 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 


d 


a  4*-  ^^' 
dx 


L      h(a  +  hx)\  """(«  +  hxy 

_ri  .       ßx!  dx 

d    -—5  arctan  ^-—\  =     .,  ,    ,>^   ., 


da; 


a2  — ^2a;2' 


xdx 


1-     1         ;/«    +    ^A] 

12  6    ^  'j  a  +  ft  a;ä ' 

'^ L — r^J  ~  v^r+Tx' 

[ijßx  -\- V a^  +  ß^ x^)]       _  dx 

L  ß  J  V«='  +  ß-'x"' 

a  I  -TT-  arcsin  — 
Lp  a  J 


dx 


L         ö         J  "~  Va  +  fea;2' 

[X  1  __  d?a? 

^r j^ 1  a;r7a;  . 

L     b  y  a  Ar  &ä;2J  ""  V(a  +  2>a;2)3' 

d  [a;  Za?  —  rr]  =  Ix  dx, 

d  [ —  l  cos  u]  =  tan  u  d  u, 

d  [l  sin  u]  =  cot  u  du, 

laß  \     a      /J  «^ 


ß  \     a      Jj         ~  a'^cos^u  -\-  ß'sin'^u' 

^  r   1       /g  A-  ß  tanuV]  _   ^  du 

[2  riß   \a  ^  ß  tan  uj\         "^  a' 


:^cos^u  —    ß'^sm'hi 
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§.7. 
Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

I.  Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  -\-  x)^  angesseigten  m  Multiplica- 
tionen  ein  Resultat  von  der  Form 

1)     (1  -\-  x)^=l  +  GiX  +  CiX^  4-  (hx^  H +  C«  a?»» , 

worin  Cx ,  Oj ,  Cg  ,  .  .  ,  Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zali- 
lencoefQcienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  difiFerenziren  wir  bei- 
derseits, und  erbeten 

w(l  +  a?)«»-i  ==  lOi  +  2G2X-^3GsX^  +  '*'+  m  CmX"^'^- 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  -\-  x^  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein^  d.  h. 

1  Ol  +  (2  O2  +  1  Gi)x  +  (3  Gs  +  2  Ci)a?2  +  (4  C4  +  3  C3)x^  +  •  •  • 

=  m  -\-  mGiX  -{-  m  G2x'^  +  w  C3  ic^  -j-  .  . . 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  für  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 


Gl 


m 
1 

fi         r,   »»  —  1         m 
,  O3        Ci        2              1 

m  —  1 
2 

p         ^  m  -     2         m 

m  —  1 
2 

w  —  2 


u.  s.  w. 

Durch  Substitution   dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man   aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

2)(l+a?)«'=l+  — a;  +      1.2"^         1  .  2Ts ^^+- 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  führt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

(w)o  =  1,  (m)i  =  — ,  (m)2  =  — Y'T"    ' 


(r,i),  =  ^(»^  -  1)0^1  ~  2)  .  .  .  (m  -  [fc  ~  1]) 

1         .4l2.t).«..fl/ 

3* 
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Setzt  man  x  =  —  und  multiplicirt  beiderseits  mit  a"*,  so  ge- 

a 

langt  man  zu  der  Formel 

3)    (a  4-  5)^»  =  (m)oa'»  +  (m)i  a"»  -  ^  5  +  (m)^  a^^-^h^  +  •  •  • 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e,    wenn 

X  =  —  genommen  und  m  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 
m 

wird.     Man  erhält  zunächst 

fi  .  _LV=i  +  J-+ 2L  +  1 ULLI üiZ.  .... 

V^w/^l^     1.2^  1.2.3  -^ 

(l__L)(l_A)...(i_!^^) 

\  m  /  \  m  J       \  m     / 

"  *  "^  i     2.  3  ...  m  ' 

wobei  die  rechte  Seite  w  -|-  ,1  Summanden  zählt.  Verstehen  wir 
unter  fc  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <^  m,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  k  -\-  1  ersten 
Summanden  enthält,  während  der  zweite,  welcher  B  heissen  möge, 
den  noch  übrigen  Rest  von  m  —  7c  Summanden  umfasst;  dies  giebt 

=  ■+4  +  17^  +  ^      ...    "^ 

(,__L)(,_A)...(,_^z^) 


X»^m(X9»»fC 


(• 


!.)(,_  i.\...(,_A))     1 

1  .  2  .  .  .  (Ä  +  1)  1 


fc  +  l 


«= ^—^ TT-T-T) \^  +  -TT~^  + 

"^  (k  +  2)  .  .m 

In  der  zuletzt  eingeklammerten   Summe  sind  die  Zähler  aller 

Summanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  durch- 
weg die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 


•  .  • 
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*  +  2,       (Ä  +  2)  (Ä  +  3), .  .  (Ä  +  2)  (Ä  +  3)  .  .  .  m 

die  kleineren  Nenner  ^ 

*+    1,  QC   +    1)2, (ÄJ   +    l)^-*-l, 

80  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist  die  erwähnte  Summe  kleiner  als 

'  +  rtr  +  C-TiT  +  •  •  •  +(ftt)'""*" 

,m  —  k 


\k  4-  1/ 


1  —i—r-T  1 


fc  +  1  Ä  +  1 

Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 
zwischen 

0  und ; —     =       T 

1 1_  * 

k  +  1 

k  4-  1 

ttnd  kann  folglich  =  s  — gesetzt  werden,  wo  6  einen  nicht  nä- 

k 

Her  bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 
5% \ m  /  \ m  /        \ mV     _£_  ^ 

Gehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
iinendlieh  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  k  zu  ändern,  und  be- 
rücksichtigen die  Gleichungen 

Lim  —  =  Lim  —  ==.••=  Lim  —  =  0, 
mm  m 

Bo  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

e  =  i  4 1 1-  •  •  •     4-  —rr  H-  Bj 


R 


€ 


L  •  ^  »  ö  •  »      iC        IC 


worin  k  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
för«  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  B  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
sen sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werth  von  e  so  genau,  als  man  es  verlangt.    So  ist  z.  B.  für  k=:10 
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'    +  i  +  d^  +  •  •  •  +  -1     2.'..  10  =  2.7182818011 

^  =  TTJ^O  ■  iö  =  0.0000000276  .  e, 

mithin  für  «  =  0  und  ß  =  1 

2,7182818011  <  c  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

IL    Setzt  man  zur  Abkürzung 

cosnu  sinnu 

**  ~  cos""  u '  ^"         cös^w' 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

-P«  +  1  =  i^n   —    Cn  tanu,  Qn  +  1=   Qn   +  JPn  tmW, 

von  den  Werthen  Pq  ==  1  und  Qq  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln  der  Reihe  nach  für  »  =  0,1,2,3,...  anwenden  und 
erhält 

Pi  =  1  ,  Qi  =  tanuj 

P,  r=  1  —  tan^Uj  Q2  =  2  tanu, 

P3  =  1  —  3  tan^Uj  ^3  =  3  tanu  —  tan^u, 

P4  =  1  —  6  tan^u  4*  tan^ti^     §4  =  4  tanu  —  4  tan^u, 

« 
Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

.  p    cosmu 

=  1  —  Gi  tan^u  +  C4  tan^u  —  Cg  tan^u  -[-••••» 

.  sinmu 

^^  ^"^  ~  '^^P^ 

=  Gl  tanu  —  Gz  tan^u  +  O5  faw^w  — 

worin  Ci ,  Cj ,  C3  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 


du 


=^  ^  mQm+  mPtn  tanu. 


-j^  =  +  w»im  +  w*  Qm  tanu, 

d(tan^u)       7  ^     »     , 
du 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausführung  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  ,  —  mPm  tanu  +  w  §« 

=  (2  Ctjtonw  —  4  Gl  tan^u  +  6  Cß'tan^^u  —  •  •  •  )  scc^u, 

9)  niPm  +  mQm  tanu 

=  (lCi  —  SCstan^u  +  hC^tan^u  —  1  CiUm^u  '\-  *>•)  sed^u. 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tanu  und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
wP^  (1  -|-  tan^u)  =  mPm  sec^u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec^u 
liebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P^  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  m  —  m  C-2  tan^u  -{-  mC^  tan^u  —  m  C«  tan^u  -f  •  •  • 
=  1  Gl  —  (2  Q,  +  3  Gz)tan'^u  +  (4  C4  +  5  C^)tan*u 

—  (eCe  4-  1  Ci)tan^u  +  •  •  • 

Das  Seitenstück  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  P^  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den (^^  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  Gl  tanu  —  mGz  tan^u  +  m  C5  tan^u  —  •  •  • 
=  (1  Ol  +  2  G^tanu  —  (3  C3  +  4  G4)tan^u 

•    +  (5  C5  +  6  Ge)tan^u  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tan  u,  so  erhalten  wir 

^         m     ^         ^  m  —  1         mm  —  1 
C  =  — ,  Ci  =  Ci  -^—  = 2—' 

^         ^  m  —  2         m      m  —  \     m  —  2         . 
(k  =  G,  —3—  = 2 3— .«-«-f- 

woraus  augCTiblicklich  hervorgeht,  dass  Ci ,  C2,  O3  etc.  mit.  dem  Bi- 
nomialcoefficienten  (w)i ,  (m)2 ,  {m)^  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
^  wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 


—  {m\tan^u  +• 


smmu 


1  q\  Olli  m  U 

oder  auch  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  cos""  u 
*)  cosmu  =  (w)o  cos^  u  —  (iw)2  cos^  "~  ^usin'^u 

+  (iw)4  cos^  ""  *i*sm*  u  —  .  • .  • 
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15)  sinmu  =  (m)i  cos^  ~  ^usinu  —  (m)^  cos^  ~  ^usin^u 

Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zij,  die 
kurz  andeuten  wollen.  Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Potexm— 
zen  von  sinu^  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sm^w  =1  —  cos'^u^  man 
kann  daher  den  binomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin^^u  =  (1  —  cos^uY 

und  A;  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  cosu  zu  Factoren  haben,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  cosmu  =  AqCos^  u  +•  Ä^cos^"  ^u  -\- , 

worin  Äqj  ä^,  A4  etc.  gewisse  constante  Coefficienten  bedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sinu  [(m)i  cos^  "^u  —  (m)^  cos^  "  ^usin^u  +  '  '  •]» 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  führt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  =  sinu  [Bi  cos^  "^tc  -^  Bs  cos^  ~~  'i*  +  *  •  •  •]• 
Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 

braucht  man  nur  u  ^=^  \n  —  t;  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.8. 

Zusammenhang  zwischen   einer  Function  und  ihrem  Diffe- 

rentialquotienten. 

I.  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  init  Q  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienteif  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  /  (a;),  wir  setzen  also 

wo  Q  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  ^x  gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  ^  x  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  Q  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f'{x)  beträgt;  fEü: 
noch  kleinere  ^x  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  Q,     Die  rechte   Seite   der  obigen  Glei- 


I 
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chung  hat  jetzt  dasselbe  Vorzeichen  wie/'(aj),  mithin  kommt   das 
oamliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite   zu.     Ist  nun  /'  (x)  und 
^lier/'(a?)  +  q  positiv,  so  folgt,  ^x  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, da8s/(a?  -f-  ^x)^f{x)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variabele  ein  grösserer  Functions werth.     Wenn  da- 
Segen  /'{aj),  mithin  auch  f  {x)  -{-   Q  negativ  ist,   so  ergiebt  sich 
/(af  +  d  (c)  <Cf(x)j  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
feinerer  Functionswerth.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 
Hieraus  erklärt  sich  z.  B.,  warum   der  Differentialquotieut  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

n.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  (p(x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  x  =  a  bis  x  =  hj  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  (p'(x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  (p' (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M\  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N*  annehmen,  mit- 
bin ist  innerhalb  jenes  Int  ervalles 

(p'(x)  —  M'  negativ,         9'(^)  —  N'  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  9'  (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  =  q)(x)  —  (p(a)  —  (x  —  a)  M! 

betrachten,  ebenso  ^!  {x)  —  N*  als  Differentialquotient  von 

V  =  (p(x)  —  <p(a)  —  (x  —  a)  N\ 

und  nun  folgt  aus  dem  in  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze ,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  =  a 
verschwinden  diese  Functionen ;  demnach  fängt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  t*  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein ;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  1;  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
von  o;  =  a  bis  x  =  h,  mithin  ist  auch 

-X  (    ^W  ■"  9P(^)  —  (P  —  a)ilf'  negativ, 

(     9(6)  —  <p(a)  —  (p  —  a)N*  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

w  =  (p(h)  —  9  (a)  —  (b  —  a)  (p'{x) 

die  Variabele  x  das  Intervall  aj  =  a  bis  a?  =  5  durchlaufen ,  so  er- 
reicht 9'(a?)  einmal  den  Werth  M\  ein  anderes  Mal  den  Werth  N*  \ 
im  ersten  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.  Dieser  Ueber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func« 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w?  =  0  möglich; 
zwischen  a  und  h  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Werth 
05  =  I  geben,  für  welchen  w  =  Q  oder 

wird.  Dass  a  <C  I  <C  ^  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  |  = 
a  4*  ^{p  —  d)  ausdrücken,  wenn  man  unter  %'  einen  nicht  naher  be- 
kannten positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann* 

2)  95 (&)  —  g?(a)  =  (6  —  a)  9'(a  +  -O-  [5  —  a]),  0  <  '9'  <  1, 
oder  auch,  wenn  5  =  a  +  Ä  gesetzt  wird, 

3)  q>{a  +  Ä)  =  g)(a)  +  hqj'ia  +  ^h),  0  <  -Ö*  <  1, 
wobei  jede  der  Functionen  ^>{x)  und  ^'(fl?)  endlich  und  stetig  blei- 
ben muss  von  a?  =::  a  bis  ic  =  6. 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
ejuen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Kenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoremes  nicht 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  d  —  a  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  d,.  so  ist 

d  = ,        h  —  a  =  n8.       I>  =  a4-nd 

und  identisch 


h  —  a  nä 

l  [q)(a  +  ö)  —  (p(a)        9(a  +  2ö)  ■— jp(a  -f  d) 


1  [(p(a  +  8)  —  (p(a)    , 

=  ir[ d + 


+ 


(p(a  -\-  nS)  —  q)(a  -\-  n  —  1  d) 
H Ä J 


In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient  — ^ ist  dasarith- 

h  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen ,  welche   der  Differenzenquotient 

(p(x  +  ^)  —  y(a?) 

d 
annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

X  =  a,     a  +  Ä,    a  +-  20,  .  .  ,  .     «  -)-  (n  —  l)d 
gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  5  —  d  in  Absätzen 
von  5  2u  ö  durchläuft.     Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M  den  grössten   und  mit  N  den  kleinsten 
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Werth,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
sich  auf  die  vorgeschriebene  Weise  ändert,  so  ist 

0  —  a 
Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  8  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  x  stetig  das  Intervall  a  bis  5;  der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M  geht  über  in  M\  If  in  N'^ 
und  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 


M'  > 


fp(P)  ^  ^(a) 


>  IC. 


5  —  a 

Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  <p  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
x  stellende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 


Fig.  7. 


In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 
CPD  durch  die  Gleichung  y=g)(x) 
bestimmt,  OÄ  =  a,  OB  =  h, 
AB  r^n  5  —  a  =  hj  ÄC  =  (p(a), 
BD  =  (p(h)  =  q)(a  +  h\  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB\ 
man  hat  dann  einerseits  DE=BD 
—  AG  =  (p(b)  —  9  (a),  ande- 
rerseits DE  =z  CE  •  tan  D  CE, 
mithin 

9(a  -f  Ä)  —  (p(a)  =  h  tanD  CE. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  CD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt P  zwischen  C  und  D  liegt;  es  ist  darm  j:^  DCE 
=  ^PTM=  T  und 

9  (a  +  Ä)  —  q>(a)  z=zh  tant. 
Für  OM  =  S  ist  weiter  tant  =  ^'(f)  =  ^'(a  -f  AM),  und 
da  J.j|f  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  =::  ^h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch ,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  überflÜBsig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzengeiif 


Fig.  8. 


welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 
(p{x)  oder  (p'{x)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  w«:tleu.  So  erkennt  man., 
augenblicklich  aus  Fig.  89  dass  der  SatB 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  C  bis  D  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
ferner  voraus,  dass  (p(x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  o?  =  6,  dagegen  q^'  (x)  conti- 
huirlich  nni,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Högrti  C  It  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  H  und  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  anch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Horührungspunkt  zwischen  C  und  D  fallt  Im  dritten  Falle,  weni^ 
nftmlich  ip(x)  continuirlich,  aber  (p'(x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curvo  koine  Untorbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihr© 
TiBge  sprungweise  zwischen  CundD  (Fig.  10^  d.h.  sie  geht  inein^ 
Fig»  9.  Fig.  10. 


l^uil<te  ff  plötzlich  von  GH  nacb  QK  über,  wodurch  die  Curve  .eine 
Spit^o  <>rhÄlts  Wiedonim  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
KU  CD  RwiFohen  (f  7f  und  6rX,  etwa  naoh  &J^  fallen  kann  und  dann 
kf'in«^  t/age  der  Tangente  darstellt  Sind  endlich  q>(x)  und  qf'(x) 
^)^iehz<^it.ig  disconiinnirlich,  so  «erhält  man  eine  älmHche  Figur  wk 
Kiyv.  ^\  nur  mnd  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
l>ar Allel;  di^  Folg<*ning  bleibt  aber  dieselbe. 

Wohnfs  einot  zweiten  geometritsohen  Deutung  denken  wir  uns 
(f(^  aIf  dio  übor  der  Absdsse  .r  stabende  Fläobe  einer  Curva;  die 
irWebnng  d^r  lot»:teren  xf^t  dann  p  ■=  if'  (,r\  und  die  Formel  2)  eni- 
bKlt  nun  <\on  nnmittolbar  klaren  Satz,  dass  die  Aber  der  Strecke  J.J? 
stehende  FlMohe  als  ein  Reoht-eok  angesehen  werden  kwni,  welchee 
A  K  zur  Basis  und  eino  mittlere  Ordinate  zur  H^e  bat  AebnKch 
gestaltet  HToh  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  <f(x)  als  ein  Volmnea  be- 
tmehtet  wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  gestattet.  Hier  nur  eine  derselben.   Für 

(p{x)  =  logx  wird  q>' {x)  =  -^,  mithin 


löge 


log(a  +  Ä)  —  hga  =  h 


setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  d"  das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null;  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chnngen 

hloge 


*)  log(a  +  Ä)  >  Zo^a  + 


a  +  h' 


5)  log(a  +  Ä)<  loga  +  !L^21L. 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nuDg  von  log  (a  -{-  h)  dienen,  wenn  log  a  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitem  und  etwa  Zo^  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  H- 


3  .  0,43429448 

100003 
3  .  0,43429448 


100000 


log  100003  <  5  +  - 

oder 

?ö5f  100003  >  5,000013028,         Zo^f  100003  <  5,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,   daher  ist,   mit 
Rücksicht  auf  die  neunte  Stelle 

log  100003  ==  5,00001303 
za  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

in.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 

föhrten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Eesultate  erreichen.     Sind 

z.B.  (p(x),  9P'(aj),  tlf(x)  und  ^'(o?)  Functionen,  die  von  x  =  a  his 

^  =  &  endlich  und  stetig  bleiben,  und    deren  letzte  innerhalb  des 

genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

w' (x) 
sitzt,  so  ändert  sich  der  Quotient     .)  .  continuirlich  von  a?  =  abis 

*  =  5;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M\  sein 
Ueinster  N'^  so  ist 

. ;  :  —  M  negativ,  ,)  <  —  N'  positiv, 
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ferner  wegen  des  positiven  i/ (x) 

ip'(x)  —  M'ilf'(x)  negativ,         9>'(^)  —  N*  '^'  {x)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
u  =  (p{x)  —  9  (a)  —  M!  [^  {x)  —  ^  (a)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
i;  =  9?  (o;)  —  9  (a)  —  iV' [*  {x)  —  ^  (a)], 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  s^ch  leicht,   dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

q)(b)  —  (p(a)  —  M'  [ilf(b)  --  if  (a)]  negativ, 
9  (5)  —  9  (a)  —  N*  [if(h)  —  t  (a)]  positiv. 

Da  ferner  ^'(ar)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  if(x) 
eine  wachsende  Function,  ^  (6)  —  ^(a)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

!^  (^)  —  ^  (a) 
Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

<p(h)  —  (p(a)    _    (p'jx) 
^{b)  —  ri>{a)  p'(x) 

X  das  Intervall  a  bis  h  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Wertb  Jf',  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  h  we- 
nigstens einen  Werth  x  =  ^  oder  x  =  a  -^  d'(b  —  a),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  emtritt,  nämlich 

y(&)-  y(a)  _  q>'(a  +  ^[h  ^  aj)       ^  ^  ^  ^  . 

oder  für  5  —  a  =  Ä, 

(p(a  +  fe)  —  y(«)  _  <p'{a  +  ^h)       0  <-  1^  ^  1 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.    Wenn  wie  früher 

ö  =  ,  mithin  h  =  a  4-  n  Ö 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  q)  (x)  und  ^  (x)  von  x  =  a  bis  a?  ^=  & 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung         ' 
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^  (p(h)  —  (p(a)  _ 


y  (g  .^(f)  _  ^(a)-[-y(a+2<y)  —  g){a+^)  -^ 1-  y(a  +  ncT)  —  y(a  +  ?i-~l  J) 

t/»(a+<r)  —  v/(a)+ V'(Ä+2<r)  —  V/(a+(f)  H bMa  +  nd)  —  V'fa  +n=l(r)' 

wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  n  Summanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  d^s  der  Werth  des  Quotienten 

Vi    +    V2    +    Vb    +-'  +     Vn 

zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

ZL  JjL  ^  -^ 

liegt,  falls  TTi,  W2»  •  •  •  TT«  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  tp(x)  eine  wachsende  Function  von 
äf  bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

(p(a  -\-  d)  —  q>(a)  (p(a  -\-  2Sf)  —  q)(a  -{■  d) 

^(a  +  ö)  —  t^(a)'        ^(a  +  2Ö)  —  ip(a  +  ö)'  ""'  ^'  '^' 

^.  b.  Q  bildet   eine  Mittelgrösse  zwischen   den  n  Werthen,   welche 

der  Quotient 

(p(x  +  ^)  —  (p(x) 

q>{x  +  Ä)  —  ip{x)    6 

^  (a:  +  ^)  —  'i>  (^)  tl){x  -\-  ö)  —  ^  {x) 

annimmt,    sobald    a;  die  w  Werthe  a,    a  +  Ä,    a  +  2ö 

ö  -f  (»  —  1)  3  erhält.     Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 

y(a?  +  ^)  —  y(a?) 

lÄ  a  _  y^W 

^  ^{x  +  g)  —  ^^(a;)  i^'(a:) 


*)   Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  M,  der  kleinste  N; 
D»an  hat  dann 

°Dd  durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  TTi ,  TF2 , . .     W» 
MWi  >  Fl  >  i^TTi,        iJf  TTa  >  V^  >  NW^  u.  s.  w. 
Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  Wi  +  TFg 
T  •  •  •  -f"  ^n    dividirt,  erhält  man 

M  >    ^1  +   ^2  +  '  •  »  +  F^    ->   AT  w   z    b   w 
^   >Fi  +  VFa  H 1^  ^^  >  iv,  w.  z.  D.  w. 
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und  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrösse   zwischen  den  unendlich  vielen 

CD  (si\ 
Werthen,  welche   .,;  i  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  ahiab  ste- 

^'  (pd) 

tig  durchläuft.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Wertfae, 

etwa  der  für  a;  =  {  =  a  +  'ö'  (6  —  ä)  eintretende,  dem  Quotien- 

ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich  rr)^  continuirlich  ändert  von 

x  =  ahiB  x=b.  Uebrigens  kann  hierbei  ^'(a)oder  ^'(&)  verschwin- 

den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von    ,,)  ^    innerhalb   des 

Intervalles  a  bis  h  nicht  gestört. 

Den  für  ^(a;)und  ^'(o;)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 
die  Function 

il,(x)  =  hP  -—  (b  —  x)P,  ilf'(x)  =p(b  ^  x)P-'\ 

bei  welcher  in  der  That 

^'  (x)       jp  (&  —  x)P  -  1 

continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  =  h  nicht  überschreitet, 
und  g)'(x)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6) 

8)     9(6)  -  y(")=_p(/-r^"p-i  "P'i"  +  *P»  -  «])• 

Für  den  speciellen  Werth  jp  =  t  geht  diese  Gleichung  in  die 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.9. 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

I.     Wenn  g  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen 
X  und  y  betrachtet  und 

1)  9i=f{p.y) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  Qpt weder  x  allein  geändert  werden,  während  p 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen  er- 
leiden. Begreiflicherweise  ändert  sich  z  in  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aende- 
rung  von  z  nach  x^  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  ?/,  und 
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die  letzte  die  totale  Aenderung  des  z  (nach  x  und  y).     Diese  drei 

Aenderongen  kann  man 
^i&-  1^'  sich  leicht  veranschauli- 

chen, wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Ooordinaten  bezogenen 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM. 
=  x,MN=y,NP  =  z 
ist.  Lässt  man  hier  x 
allein  um  ^x  =  MMi 
wachsen,  so  rückt  iV^  nach 
JYi,  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
PNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  Pi ;  der  Aenderung 
z/  X  entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

^Z(:,)  =  Pi  Qi  =f(x  +  z7a?,  y)  — /(a?,  y). 
Wenn  zweitens  y  allein  um  ^y  =  NN2  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  yz  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  P2»  ^^^  ©s  ist 
die  zugehörige  partielle  Aenderung 

^Z(y)  =  Pi  Qi  =/(a?,  y  +■  ^y)  — /(x^y)- 
Im  Fall  endlich  x  um  ^x,  und  gleichzeitig  y  um  ^y  zunimmt, 
gelangt  N  nach  N^,  P  nach  P^  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 

^^(*,  y)  =  P3  Qs  =f(x  +  ^x,  y  +  ^y)  —fix,  y). 
Was  nun  die  partiellen  Aenderungen  betrifft,  so  sind  dieselben 
sehr  leicht  zu  behandeln.     Der  Differenzenquotient 

dx  ^x 

ut  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Constante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  nur 
eines  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Variabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

dx    •  \dx)  '  dx  ' 

?on  denen  das  letzte  am  bequemsten  ist;    den  Grenzwerth  rechter 

ScJilOmllcb,  Analytii.  4 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  man  mit 
/»  (^ »  y)i  ^^d  hat  nun 

oder 

2)  9^£r  =/i(a;,  2/)  .  8a;. 

Dei^i  entsprechend  ist  für  das  zweite  partielle  Differential 

3)  'dye=fy{x,y)  .dy. 
So  erhält  man  z.  B.  aus 

y 

z  =zz  arctan  -^ 

X 

nach  den  gewöhnlichen  Kegeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthiu 
mit  ^;e^  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  darstellen 

4)  Je  =  /(^  +  ^x,  y  +  ^y)  —f{x,  y  +  ^v)  j^ 
.  ^x 

,  /(a?,y  +  /iy)  —fix,  y)  ^^, 

+  :ry  ^^' 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  /^x  und  /Jy  nä- 
hern. Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  •\-  /!ly  constant  und  nur  x  um  ^x  geändert 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  füra  =  a,7i  =  -^aj 
fix-^  ^x,y  +  Jy)  =f(x,y  +  ^y)  +  ^xfi (x  +  ^Jx, y  +  Jy\ 
mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 

5)  ^e  =/J(^  +  ^^x,  y  4*  ^y)  •  "^x 

,   fix,  y  +  dy)  —  f(x,y)  ^^^ 

Bei  verschwindenden  ^x  und  ^y  wird  nun 

Lim/i(x^+  %^dx,  y  +  ^y)=fL{x,  y\ 

T^^fip^^y  +  ^y)  —  fip^y)  _  w/„    ^ 
^^ -jz =fyyx^yh 

mithin  aus  der  vorigen  Gleichung 

6)  dB  =fi(x,y)  .  dx+fi(x,y)  . 
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oder 
7) 


dz  =  ^-dx  +   -^-dy. 
dx  dy 


Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
auch  geschrieben  werden   . 

8)  dz  =  dxZ  ■\'  dyZ, 

und  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func- 
tion gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Diffei*entiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Besultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


iB 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  z  =±:/(aj,  y) 
vorerst  y  als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Curve 
PPi,  in  welcher  die  Fläche 
von   der  Ebene  FN  Ni  \\  xz 

geschnitten  wird,  daher  ist  -^ 

ox 

die  Tangente  des  Winkels 
QxPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Curve  PPi  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  rc- Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


dass  —  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  Q^FT^  dar- 
stellt, welchen  die  Tangente  am  Schnitte  F  P^  mit  der  y -Achse  bil- 
det   Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


«'^>  =  l^^«- 


«,2',  =  |jPft. 


Durch  die  Tangenten  FTi  und  FT2  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  §3  in  einem  Punkte  T^  geschnitten  wird;  das 
nereck  F  Ti  Tz  T2  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
^j^llP^i  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T%  ü  Tz 
«ad  Pft  Ti,  mithin  Tzü=Ti  Q^.     Dies  giebt 

qzTz  =  TzU  ^^  UQs  =  ft  Ti  +  ft  T2. 

Je  kleiner  nun  P  Qi  und  P  Q2  genommen  werden,  um  so  näher 
rückt  Pj  an  2i ,  Pg  an  T2 ,  Ps  an  Tz ,  um  so  genauer  gelten  daher 
ftttch  die  Beziehungen 

4* 
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diese  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  PQi  mit  da?,  ebenso  P  ^2  mit  dy  be- 
zeichnet werden  muss  und  Qi  Pi ,  Q.2  P^ ,  Qs  P3  die  entsprechenden 
Zunahmen  d^r^r,  dyZ^dz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die 
Punkte  Pi ,  Pj ,  P3  dem  Punkte  P  liegen ,  um  so  eher  ist  es  erlaubt^ 
P\  und  P9  als  Punkte  der  Tangenten  P  Ti ,  PTi^  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  Ti  P  ^a  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Gap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

II.  Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.     Aus 

u  =  F(x,y,sf) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

z/u  =  F(x  +  ^x,  y  +  Jy,  z  +  /S z)  —  F{x,y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

j^  _  F{x-\-Jx,y  +  Jy,z-\'^z)'-F{x,y-}-^y,z-^^z)^^ 

/ix 
F(x,y  +  ^y,z  +  ^^z)  —  F{x,y,z  +  Jz)  ^ 

^y 

,    F{x,y,z  4-  ^iz)  —  F(x,y,z)^^ 

^iz 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  ^ 
und  1^  positive  ächte  Bruche  bezeichnen, 

Ju  =  Fiix  +  ^Jx,  y  -f  dy,  z  +  ^z)  .  ^x 

+  f;(x,  y  +  n^y>^  ^  +  ^^)  •  ^y 

.    F  (xy  y,  g  +  ^z)  —  F(x,  y,  g)^^ 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)  du  =  FiiXyyyz)  .  dx  +  F^x^y^z)  .  dy  +  F*(^>y»*)  •  ^' 

oder 

dtf  ^t(  ^u 

10)  d«  =  ^ix   +   ^d,    +   — d^ 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Yariabele  wo»' 
zudehnen  und  fuhren  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:  Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  FunctioiL 
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§.  10. 
Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

4 

L     Besteht  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

.  1)  /(«.y)  =  o 

bringen-kann,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkührlich ;  denn  durch 
Auflösung  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form 

y  =  (p(x) 
erhalten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.     Lässt  sich  diese  Reduo 
tion  ausfähren,  so  kann  auch 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  t/  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
und  die  zugehörigen  y  bestehen  soll, 

2)  f(x  +  ^x,y  +  ^y)  =  0', 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  ^  x^ 
liefert  weiter 

f(x  -\-  ^x,y  -\'  ^y)  —  f(x,  y)  _  ^^ 

/ix 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
Dien,  die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 

fH^x,y  +  ^Jy)—f(x,y  +  Jy)     f(x,y  +  ^y)''f(x,y)  ^y  _  ^ 
jdx  ^y  ^x 

und  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
oeim  Grenzübergange 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  <e?  =  0  setzt  und  die  entstehende 
Crleichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  Ünter- 
BQchungen  des  §•  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  x,  y,  a  etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet.    Aus  Nro.  3) 
folgt  nun 

dx  fi(x,y) 

oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 

8/ 

6)  ^  =  _J^. 

dx  df 


dy 


du 
Die  hiermit  für -r^  =  (p'(x)  gewonnene  Formel  enthält    zwar 

CvX 

noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt ;  dann  wird  nämlich  die  Gleichung  f(x ,  y)  =  0  zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichimg: 

/(a?,  y)  =  yix^  —  2y^x^  -{-  Sy  —  6x  z=z  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt : 

'dfix.y) 


dx 


=  Sy^x^  —  4:y^x  —  6 


dy 


und  mithin  ist 


dy  ,    . 3^6/^8  —  4y^x  —  6 

Für  0?  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  diö 
numerische  Gleichung  über: 

yh  ^  2y^  +  3y  —  6  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =^  2  ist;   dem  WertJie  x  =  1   ent^ 
spricht  also  9  (1)  =  2  und 

,       _  _  3  .  2»  —  4  .  2^  —  6  _  _     26 
^^^  —        5  .  2*  —  8  .  23  +  3  ""  19    ' 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  voi> 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  (p(x)  und  (p'(x)  aufsuchen  können« 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4  2/8  —  3y  -j-  ^^^^  =  ö. 


Cap.  I.   §.  10.    Differentiation  unentwickelter  Functionen.  55 

Hier  ist 

a/Cig.y) 8/(^.y)_,^..,     , 

_^__  =  cosa;,    _^__l2y»-3. 

mithm 

ä%    ~  3(1  —  43^2)* 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  eine  Probe.  Die  Wurzel  der 
obigen  Gleichung,  ist  nämlicli  y  =  sin  \  x,  wie  man  mittelst  der 
goniometrischen  Formel: 

4:Sin^A  —  SsinA  +  sin3A  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

cosx  d(sinlx) 

3  (1  —  4  sin^  l  x)  ~       Jx 
sein,  nnd  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cos3A  =  cosA  (1  —  ^sin^A) 
^  A  =  l  x  anwendet  und    andererseits  sin  Ix    auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 

IL  Bei  Functionen  von  drei  und  mehr  Variabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Variabelen  x^ 
!f,  Ä  die  Bedingungsgleichung 

6)  F(x ,  y ,  ^)  =  0     oder  kürzer  JF  =  0, 

80  würde  durch  Reduction  auf  e  ein  Resultat  von  der  Form 

7)  £}  =  tp(x,y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

disf         'dz 
partiellen  Differentialquotienten  -^r—  und  tt—    direct    zu    entwickeln. 

dx  oy 

Ohne  jene  Eeduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 

^uaassen  verfahren.     Nach  Nro.  9)   des  vorigen  Paragraphen  ist  für 

tt:=:0 

0  =  Flc  .  dx  -\-  F'y  .  dy  -\-  Fl  .  de 

oder 

dF ^      .    dF.      ,    dF^ 
0  =  ^-dx  -f  -^dy  4-  -^de\ 

dx  oy  oz 

^^  femer  z  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 

"i§.9 

d,=  ^'dxJr^dy, 
dx  öy 

mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
^t  d  aj  dividirt  wird, 
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""  \dx  +  de  *  dxj  "^  \dy  "^  8^  *  83//  e^a?  * 

Da  X  und  ^  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  dy 

dii 
nicht  von  dfo;  ab,  folglich  ist  -r^  ein  Quotient,    dessen   Zähler  und 

OtX 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 
sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 
der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  =  Cidx  zu  setzen,  wo  ^  irgend 
eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.  Unter  diesen  Umständen  ist 
die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 
Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

8£  ^ 

V  d£  __     8a?  de  __    dy 

^  8a?  ~  8^  •  dy  ~         dF' 

de  de 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

d'e 
gende  Ueberlegung.     Wenn  -x—  gesucht  wird,  so  gilt  y  als  Constante  , 

öx 

üind  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  ^  =  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Yariabele  x  und 
die  abhängige  Yariabele  xr;  es  ist  folglich 

dF^    ,  dF^       ^ 

-^dx  -f  ■^de  =  0, 
8a?  '     8;er 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zweite 

Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Ent- 

de      . 
Wickelung  von  ^  keine  Bücksicht  auf  X  zu  nehmen  ist. 


Oap.  IL 

Mehrfache  Differentiationen. 

§.  11. 

Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

Da  im,  AllgemeineD  der  DiflFerentialquotient  einer  Function 

^edernm  eine  Function  von  x  ist,  so  kann  die  Operation  des  DifTe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen. 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.     So 

erhält  man  z.  B.  von  |  x  yx  als  ersten  Differentialquotienten : 

^  =  .,^  =  1^ 

dx 

^Is  zweiten: 

dixh         1    _i  1 

dx  ^  2Vx 

^  dritten : 

d  Qx-'h  _       1   _3  _  1 

Wie  man  sieht,  hat  eine  solche  successive  Entwickelung  der 
^^ifferentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
^gkeit,  und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 
H^  Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
^^^yonf(x)  mitf^x)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  für  die 
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weiteren  DifFerentialquotienten  oder  dörivirten  Functionen  von/(ar) 
die  Symbole,/"  (x),  /'"  (x)  etc.  zu  benutzen ;  hiemach  ist 

1,  Ä =,.<„. £m =,»(.,. ^=r'(.)..-. 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wobei  /^^>  (x)  für  f(x)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  y 
gebraucht;  man  setzt  dann 

3)  -~-  =  7/',  rr^  =r  w' ,  -f—  =  y'"  u.  s.  w. 

^  dx        -^      äx        ^    '  dx         ^ 

mithin  ist 

yin)  ^  fin)  ^r^) 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  DifiPerentialquotienten  durch 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

2)(a;8)  =  3aj^  Dsinx  =  C08X\ 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

By  ,  DBy  ,  DDDy  u.  s.  w. 

Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

Dy,    D^y,    D^y  u.  s.  w., 
also  allgemein 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung ,  dass  hier  n  keinen  Pö- 
tenzexponenten  von  Dy  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  der 
Operation  D  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
substituirt.     So  ist  zuvörderst 


y"  = 


m 


dx 

doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.    Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  X  die  unabhängige  Yariabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Null  convergirenden,  im  Uebrigen  aber  willkühiiichen  Zuwachs 

des  X,  den  man  z.  B.  dadurch   bilden  kann,   dass  man  ^a?  =  — 

setzt  und  (o  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen   durchlaufen  lässt. 

EbendesBwegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  constant  in 

Beziehung  auf  x,  wie  es  «ich  sonst  auch  ändern  möge.     Dagegen  ist 

dy  kein  willkührlicher  Zuwachs    des  y,    sondern    von  x  abhängig 

dy 
[dyz=f'(x)  .  dx],   mithin  besitzt  der  Bruch  —  einen   variabelen 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 

ist  nim 

ff  ädy 

y    =^ 


dx  ,  dx 

Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  {dx)^  oder 
kürzer  dx^  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

^  dx^ 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

dx  dx  ,  dx'^        dx^ 

Für  den  wten  Differentialquotienten  von  y  =z/(x)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen 

dx*  ^  ^ 

=  .^^  =  Dn/(x)=/(n)(a;), 

wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  nie  Differentialquotient  immer  als  das 
^^eeoltat  von  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 
als 

2)"y=D(I)-^y)oder/(.)(..)=Xem  -^^'""^^  +  ^J")--^"  ~  ''(''\ 

^  X 

n^n  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^*^(x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  f(x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  f(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
sofort /W(>jj)  herleiten  will,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
/'(^)i/"(aO  »  •  •  «/^"""^U^)  zu   berechnen.      Da  f\x)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  lässt  sich  vermuthen, 
dass  f^^^(x)  der  Grenzwerth  des  nten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  ^x  kurz  mit  A,  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient Yonf(x) 

^/(^)  _  /(■>:  +  h)-f(x)_ 
Jx     ^  Ä  ' 


4) 


daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  h  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Best  durch  ^x 
=  h  dividiren;  es  ist  also 

j  ^fjx)        f(x  +  2h)  ^f(x  +  h)         fix  +  h)  ^f{x) 
/ix  h  h 


jdx  h 

oder  kürzer 

^V(^)  _  J(^  +  ^h)-  2  fix  +  fe)  +  f{x) 


5) 


^aj2 


Ä« 


Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

^V(^)  _/(a?  +  3fe)~3/(^  +  2fe)  +  3/(a;+fe)-/(^) 
^a;»     ~  h^ 


6) 


und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  rate  Differenzenquotient  anter  folgender  Form  enthalten  ist 


7) 


/Ix^ 


/(a;-|,nft)  — Ci/(a;  +  n— l^)  +  C2/(^  +  >^— 2fe) ±fix) 

—  h^  ' 

worin  Ci ,  C2 ,  Gz  ©tc.  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Diese 
hängen  zwar  von  w,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Func- 
tion fix)  ab ,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  fix)  so 
wählt,  dass  der  nte  Differenzenquotient  von  fix)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pas- 
sendste Wahl  dieser  Art  ist/(aj)  =  a*;  man  hat  dann 
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Ja'  a* —  I 

— —  a'  — — — ^— 


=  -(^) 


^*a* ^  /«*  --  ly 


/Ix' 

mitbin  aus  Formel  7)  nachdem  man  /ix^  gegen  A",  und  beiderseits 
0*  gestrichen  hat, 
(a»  —  1)«  =  a»*  —  Ol «(«  -  D»  4-  Ci  a(»  -  2)» +  1. 

Diese  Gleichung  zejgt,  dass  die  Coefficienten  Ci,  Ca,  C3  etc. 
mit  den  Binomialcoefficienten  (n)i,  (n)^,  (71)3  etc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 

8)         .      ^im 

/Jx^ 


_  /  (g;  +  n  fe)  —  (n)i  /  (g;  +  n  —  1  /t)  +  (n)2  /  (a;  +  n  —  2  j^) 

Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichneten  Ausdrücke  nähern,  falls  d x  •=  h  g^g^n  die  Null 
convergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

fix  +  fe)  -  fix)  _ 

1 =9(2') 

and  erbalten 

^» fi^)  _  y(a!  +  h)-  jpjx)  _ 

-^-T-  = Ä -«'(*)  +  e. 

WO  9  gleichzeitig  mit  h  die  Null  zur  Grenze  hat.     Aus  der  vorher- 
gehenden Gleichung  ergiebt  sich 

q)'(x)  =  '^^ — —^ ^^-^^. 

Duthin  ist  nun     ' 

^V(^)  _  r(^  +  h)  --fix)  _  /lf(x) 

^Jx^     ~  h  ^  ^  ~      Jx      '^  ^ 

ond  durch  üebergang  zur  Grenze 

Setzen  wir  ferner 

fix  +  2h)-2fix  +  h)+fix) 
P =  *(«)i 
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so  haben  wir 

^'m  _   ^{x  +  ft)  -  rl,ix) 

-d^ 1 =  *  (x)  +  9 

f>{xJr2h)  —  2f(x  +  h)-^f'{x) 

durch  üebergang  zur  Grenze  wird  hiorans,  wenn  man  von  der  Glei- 
chung 9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  /'  für  /  schreibt, 

/3X^  dX  «^       ^  ' 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zu  übersehen 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  ii^^^=/(.)(a,), 

womit  die  aufgestellte  Yermuthung  ihre  Bestätigung  findet. 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B,f(x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer 
ebenen. Curve,  so  ist  f'(x)  die  zur  Abscisse  a?  gehörende  Ordinate, 
und  f"(x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiemach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
eine  Parabel,  deren  Para9Lete^  =  1  ist. 


§.  12. 
Höhere  DifTerentialqüotienten  der  einfachsten  Functionen. 

I.     Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten- 
den Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

D  (xf)  =  (i  xf''\ 

D^xf")  =  fi  (^  —  1)  (fi  —  2)  iC/"-^ 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

1)         D»  (xf^  =  /t  Qi— 1)  (ft  — 2)...  (fi  — [(»— l])»^-*« 


(     '.  % 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation    der  allgemeineren 
Potenz  {a  -\-  hx)f^  ausgeführt  werden;  das  Kesoltat  lautet 
2)      2>»(a  +  daj)i^=fi(fi— l)(fi— 2)...(fA— [w— l])^«(a+&a;)^-^ 

Ist  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differentialquo- 
tient constant,  mithin  haben  alle  folgenden  Differentialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

Für  fi  =  —  1  und  für  ft  =  —  |  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
häufig  vorkommenden  specielleren  Formeln 

^  a  '\-hx~  (a  +  6aj)»  +  i 

4)  Dn  1  ^  (-l)M.3.5...(2n-l)M 

V a  +  hx  2"  (a  +  hx)''  Va-\-hx 

II.  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

D  logx  =  — , 

X 

nuthin  durch  beiderseitige  («  —  1)  malige  Differentiation 

D»  logx  =  MD""-^  — . 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  lässt  sich 
aus  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  h  =  l  und  n  —  1  für  w 
setzt;  man  erhält 

5)  D''logx=M- ' ^^ -' 

x^ 

Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 
6  2)»»  log  (a  -^  hx)  =  M  ^ ^' 7 — ,    ,    ., ^—  • 

in.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse;  es  ist  nämlich 

Daf  =  a«  U  ,  D^a'  =  a*  Qay  ,  D^  a^  =  a'  (ra)»,... 

daher  aUgemein 

7)  D*  a'  =  a*  (Za)^ 

Für  a  =  6^,  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 

8)  D»  e^*  =  /8»  e^"". 

rV.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D  sinx  ==  4-  cosx  =  sin  (5  ä  +  x), 
D^sinx  =  —  sinx  =  sin  (|  ä  +  ^)» 
2)3  sin  X  =  —  cosx  =  sin  (|  ä  -}-  a?), 
D^sinx  =  -\-  sinx  =  sin  (3  ä  +  x)^ 

u.  B.  w« 
die  allgeineine  Formel  lautet  demgemäss 

9)  D*  sinx  =  sin  (--  ä  +  o?  j  • 

y.  Für  den  Cosinos  gilt  eine  sehr  ähnliche  Eechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  D^  cosx  =  cos  f  ~  Ä  +  a?  J • 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  Differentialquotien- 
ten von  secx,  tanx,  cscx,  cotx^  aresin  x  und  arctanx\  hevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 

Functionen. 

I.     Sind  u  und  v  Functionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x^ 
femer  a  und  }>  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

l){au  -\'}>v)  =:  a  Du  +  l  Dv; 

hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 

B^iau  +  lv)  =  a  D^u  +  h  D«r, 

D»(af*  +  ftv)  =  a  2>»t«  +  IB^v, 
und  allgemein 
1)  D"(af*  -\'hv)  =  a  D"f*  +  h  D"v. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  ; sehr    leicht 

1  —  x^ 

SU  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1  —  X»        Ml  —  X  ^  1  +  a-l 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erh&lt 
man  nämlich 


-J-^=3.4...J ^ ^       (-1)' 

1    —  X* 


i l I    (-^)-  j 
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IL    Die  Regel  für  die  Diflferentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 
B  (uv)  =  u  ,  Dv   4-  -Z)t*  .  V 
d^{uv)  =  u  .  D^v  +  2Du  .  Dv  +  Dhi .  v 
B^{uv)  ==  u  .  D^v  +  3Du  .  D^v  +  SD^u  .  Dv  +  D^u  .  v. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nte  Differentialquotient  folgende 
Gestalt  besitzen  muss 

2)  d^{uv)  =  AoU.D*v  +  Ai  Du.D""  -  ^v  +  Ä^D^u.  D»  -  ^v+^*' 

-{-Än-lD^'-^U  .  Dv  +  ÄnD'^U  .  V, 

worin  Aqj  Aij  A2,  *  •  »  An  gewisse  noch  unbekannte  Zahlencoefß- 
cienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  w  und  v, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
von  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellen  Falle 
BO,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  ^ege  ausfuhrbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingimgs- 
gleichung  für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
Btbmung  von  Ao,  Ai,  .  .  .  An»     Wir  setzen  nämlich 

u  =  c^^    V  =  e%  mithin  uv  =  c^^  +  ''^*, 
woraus  fär  ganze  positive  p ,  q  und  n  folgt 

J)Ptt=/JPe^«',     i)^t;  =  e*,      ^'»(wt;)  =  (1  +  /S)«e(^  +  «*; 
indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  e^" e^  =  e^^"^^^*  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  ^)» 

=  ^   +   Aiß   +  A-iß'   +   ••••   +   An-lß'^-''   +   Anß''. 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Coefficienten  Aq,  Ai,  Aq 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  w- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riabelen  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)  D'^iuv)  =  (n)oU  .  D»f;  +  (n)i  Du  .  D^-^v 

+  (n)2  D^u  .  !)»-»!;  -f 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  D"(t*r)==  (w)o  w(^>t?<«>  +  (n)i «'«;(»-  «  +  (n)j  w"t;(«-2)  -] , 

wobei  u^^^  fär  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  dajier  symbolisch  schreiben, 

D'^iuv)  =  {u  +  t;)(*>, 

nur  muss  man  si6h  in  -diesem  Falle  erinnern,   dass  nach  geschehener 

SeblOmilch«  Analysif.  5 
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binomischer  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponent 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist. 

Beispiel  weis  aei  u  =  Ix,  v  =  — ;  die  Formel  3)  giebt  dann 

•27 

nach  gehöriger  Heduction 

°-(t)='-";'.;.--['»-(t-^t+--^I)} 

§•  14- 
Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln. 

I.     Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  v,  so  ist  identisch 

1)  eosx  .  V  =  1, 

mithin   durch   n- malige  DiflFerentiation,  wobei    die  Formel  4)  für 
u  =  cosx  in  Anspruch  genommen  wird, 

(n)o  cos X  .  v^'^^  —  (n)2 cos x  ,  v^^  ~  ^^  -\-  (n\  cosx  .  v^*^  ^^  —  •  •  • 
—  (n)isinx.v^^~-  ^>  +  (n)^ sin x . v^^  "^  ^^ —  (n%sinx  .«;(»• —  s)  _|^  .. . 

=  0; 
hieraus  folgt,  indem  man  v^^^  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  «;(«)  =  [(n)i  t;(»  -  D  —  (n)s  v^»  -  »)  -f  (n)^  i;(«  -  ö)  —  . .  .]^  tanx 

+  (n)2f;(»-2>  —  (ii)4«;^"-*>  +  (nje  v^""  "  ^^  —  •••• 
Da  man  v^^^  =  secx  und  v'=  secx  .  tanx  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Keihe  nach  n  =  2,  3,  4  etc.  genommen  wird, 
zur  successiven  Berechnung  von  v",  v"*  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  v^^^ 
zu  entdecken. 

IL  Dasselbe^y erfahren  passt  auf  die  Tangente.     Aus  v  =  tanx 
folgt  nämlich 

3)  cosx  .  V  =  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

COS  X 

Die  Cosecante  und  die  Gotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  de- 
ren Entwickelung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

IIL     Setzt  man 

5)  17=  arcsinXf 
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Bo  wird 

y  1  -  x^"  V  (1  -  a;2)3 ' 

statt  der  letzten  Gleichung  kann  man  schreiben 

(1  -a?2)  ir'-a;-=i =  =  0, 

y  1  —  a?3 

oder 

(1  —  a?2)  ijff  ^  xU'  =  0. 

Durch  n- malige  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

(n)o(l  -^  aj2)  ü-C»  +  2)  _  (n)i  2aj  Ü-C«  +  D  —  (n)2  2  .  1  r7(«> )  _ 

—  (n)oa?  m»  +  i>  —  (n)i  .  1  r7(«)      )  ~  ^' 

oder,  wenn  U^*  +  ^^  als  Unbekannte  angesehen  wird, 

6)  jjr.^«  ^i^n  +  l)xU(-+»  +  n^ucy 

1   —  X^ 

Von  IT'  und  17"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  CT'",  17^  etc., 
indem  man  der  Reihe  nach  n  =  1,  2,  3  etc.  setzt. 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höheren  Differentialquotienten 
von  U=:  aresin  x  auch  direct  vollständig  entwickeln,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.     Man  hat  nämlich 

-n  '  1  11 

D  arcstnx  =  , .  =  , .  .  ,■.  ; 

yi  —  aj2        y^l  +  a?    lAl  —  a? 

Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  n-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  zuerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden  und  nachher  jeder 
Bifferentialquotient  von  u  oder  v  nach  Forn^l4)  in  §.12  entwickeln. 
Nach  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductionen  gelangt  man 
SU  folgender  Formel 

7)  D"  +  1  aresin  X 
^1.3.5...(2n— 1){         l(n)i  l—x  1.3(n)2        (^^^Y 

2"(i— ic)-y  1— a;«  (  .     2w— 1 1+a;"^  (2n— l)(2n— 3)\l+a;/ 

1.3.5(n)3  /l  — a^Y 

(2n— l)(2n--3)(2n— 5)\l+aj/  "^"" 

rV.    Setzen  wir 
80  igt 

^'  =  rr^  ^^^'  (1  +  0?«)  r = 1; 

durch  n-malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

6* 
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(w)o(l  +  a?2)  F<«  +  «  +  (n)i  2x  7<«>  +  (n)3  2  .  1  F<«  "  ^>  =  0, 
oder 

9)-  T-^.xn^        2na;7('')  +  n(n-l)7<''-» 

1  +  rc^ 

Für  n  =  1 ,  2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dif- 
ferentialquotienten F",  F'"  u.  s.  w. 

Auch  hier  kann  F^"^  =  2>"  arcfan  a;  noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

X  =  tan  F,       T — ; — '  =  co8^  V 

1  +  x^ 

folgt,  so  lässt  sich  ^er  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  J)V=  C08^  V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

D^V  =  2cosV .  DcosV=  —2cosVsinV  .  DV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 

D^V  =  --  2co8^VsinV=  —  C08^V8in2V. 
~    Eine  fernere  Differentiation  giebt 

D^V  =  —  2(cos^Vcos2V  —  C08V sinV 8in2V)  DV 
=  —  2 co8^  V  (co8Vco8 2V  —  8in  V 8in2V) 
=  —  2  co8^  V  cos  3  F; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D*V=  +  2  .  B(cos^VsinSV  +  co8^V8inV  cosSV)  DV 
=±r  +  2  .  Bcos*V(co8V8in3V  +  sinVcosSV) 
=  +  2  .  3c<iB*Fsm4F, 

D^V=  +  2.3.  4(co5*Fcö84F—  C08^VsinVsi7i4:V)DV 
=  +  2.3.  4co5'*F(cosFcös4F  —  8inVsin4:  V) 
=  +  2.3.  4cosß  Vco86  F. 
Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht, 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D^^V=  (—1)*  1.2.3...(2Ä—  l)cös2*Fsm2ÄF, 

12)  2)2  *  + 1  F  =  (—  1)*  1 . 2 . 3 (2  Äj)cös2*  +1  Fcös  (2  Ä  +  1)  F. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenziehen,  und 

man  vermeidet   damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 

2)»  F  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheiden 

zu  müssen.     Setzt  man  nämlich 

1 
W=  arctan  — , 

X 
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80  ist  Y=\n  —  W,  mithin 

sin2lV  =  sin{lc7t  —  2hW)  =  (—  1)*  +  ^sin2kW, 

cos(2Äj+ 1)  V  =cos(^-^^^7t—{2h^l)  Tr)=(— l)*sm(2Ä;+l)  W, 

and  die  Formeln  11)  und  12)  werden  jetzt 

1)^^V=  —1.2...  {2k—l)sin^^Wsin21cW,    . 

D2k+iY_  ^  12 (2Äj)sm2*  +  iTrsm(2Ä;  +  l)T7, 

d.  i  überhaupt 

D»F=  (—  1)«-M  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1) sin"" W sinnW, 

Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  V  und  W  wieder  ein,  indem 
man  berücksichtigt,  dass 

sm  TT  =  cosV  = 


Yl  +  x^ 

^  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

n\nn    ^  (—  l)»-il  .  2  .  .  .(n  —  1)    .   /        .       1\ 

iö)  D*arct(mx=- ,. stn  [  n  arctan  —  )• 

V  (1  +  a;2)«  V  xJ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
tienten zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  16. 

SaccesaLve  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  Differentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Variabelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(§•  9)  in  zwei  Theäe. 

L    Wird  eine  Function 

loerst  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  DifPerential- 
^aotient  partiell  nach  y  dififerenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
&Iqnotient 

dy  dy 
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welchen  man  kürzer  mit 

j^g_  _  8y(a?,y) 

dydx  dydx 

oder  auch  mit 

bezeichnet;  durch  die  Stellung  von  dy  und  8 05  oder  von  Dy  und  Dx 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Differentationen  zu  er- 
kennen, wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend bedeutet 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y^  und  das 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  differenzirt  worden  ist. 

Bei  der  Ausrechnung  beliebig  gewählter  Specialfalle  bemerkt 
man,  dass  DyDxZ  =:  D^jOy  ^  ist;  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
diese  Gleichung  allgemein  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  gilt. 
Hierüber  lässt  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden,  wobei  zur  Ab- 
kürzung sein  möge 


2) 


dV(x,y)_  dV(x,y)__ 


dydx       .  dxdy 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck 

f(x  +  Jx,y)  ~  f(x,y) 

als  Function  von  y  allein  und  bilden  die  Differenz  desselben,  indem 
wir  y  +  ^y  an  die  Stelle  von  y  treten  lassen  und  den  geänderten 
Ausdruck  um  den  ungeänderten  Ausdruck  vermindern.  Auf  die  so 
entstehende  Differenz 

f(x  +  ^x,y  +  ^y)  ^f{x,y^Jy)  -  [/(o?  +  z/a?,s^)  - /(rc,y)] 

ist  nun  die  Formel  2)  in  §.  8  anwendbar,  welcher  wir  für  diesen 
Zweck  die  folgende  Gestalt  geben 

F{y  +  ^y)  —  F(y)  =  ^y  •  F\y  +  7i/iy\  0<x<l; 
wir  erhalten  hier,  wo  F{y)  =  f(x  +  ^^iV)  —  fi^iV)  mithin 

zu  setzen  ist, 

/(x  +  Jx,y  +  Jy)  —fix.y  +  dy)  —  f(x  +  dx,y)  +  f(x,y) 
=  dy[i\)ix  +  dx,y  +  v.dy)  —  ii>(x,y  +  yf^dy)]. 
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Der  auf  der  rechten  Seite  in  Klammern  stehende  Ausdruck  ist  ganz 
ebenso  gebildet  wie  die  Differenz  tl^(x  +  d x^V)  —  i^(xfi)  wenn 
man  sich  b  als  constant  und  zwar  =  y  -j-  ^^y  denkt.  Durch  An- 
wendung des  schon  vorhin  benutzten  Satzes  oder 

i^{x  +  dx,h)  —  '^(a?,5)  =  /ix.'^'ix  ^  l^x,hl  0<A<1, 

folgt  nun  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 

3)  /(a?  +  ^a?,y  +  ^y)  —  f(x,y  +  Jy)  —  f(x  +  ^x,y)  +f(x,y) 

^xdy 

« 

Betrachtet  man  zweitens  den  Ausdruck 

t 

f{x,y  +  dy)  —f(x,y) 

als  Function  von  x  und  bildet  die  Differenz  desselben  in  Beziehung 
a^  jc,  so  entsteht 

f{x  +  Jx,y  +  ^y)  —/{x  +  ^x.y)  —  [f{x,y  +  dy)  —/(x.y)]; 

liier  lässt  sich  der  Satz 

F(x  4-  ^x)  —  F(x)  =  ^x.F{x  +  ii^x),  0<fA<l, 
anwenden  wenn  man  F{x)  =  f(x,y  +  jdy)  — /(x^y)  mithin 

setzt;  dies  giebt 

fix  +  Jx,y  +  ^y)  —fix  +  dx,y)  ~  f{x,y  +  z/t/)  +  f{x,y) 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  ebenso  gebildet  wie  die  Differenz 
^i^iV  -\-  '^y)  —  ^iP"iy)  wenn  man  sich  a  constant  =  0?  +  ii^ x 
gesetzt  denkt;  wegen 

9)(a,y  +  /iy)  —  q>{a,y)  =  ^y.q>\a,y  +  vdy\  0<i;<l, 

folgt  nun 

4)  /(a;  +  ^x,yJy)  —  /(a;  +  ^:/a?,y)  —  f(x,y  +  ^:/y)  +  /(a;,y) 

^x^y 
=  (p'(x  +  ii^x,y  +  vJy). 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  sind  identisch ,  mithin 
ist  auch  • 

7\)'  (X  +  l^x^y  -\-  TC^dy)  z=  q)'(x  -{-  ^i^x^y  +  v^dy), 

Lässt  man  die  bisher  willkührlichen  Zunahmen  ^x  und  ^y  gegen 
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die  Null  convergiren,  bo  erhält  man 

d.  h.  vermöge  der  Bedeutongen  von  ^\x,y)  und  (p'(x,y) 


5) 


dxdy 


dydx 


Damit  ist  der  fragliche  Satz  bewiesen  jedoch  nur  unter  bestimmten 
Voraussetzungen.     Die  mehrfach  benutzte  Formel 

F(u  +  Ä)  —  F(u)  =  hF\u  +  d'h),  0<'9'<1 

gilt  nämlich^ nur  dann,  wenn  F(u)  überhaupt  einen  Differential- 
quotienten F\u)  besitzt  und  wenn  F(u)  und  F'(u)  endlich  und 
stetig  bleiben,  während  u  bis  auf  w  +  Ä  anwächst.  Im  vorliegenden 
Falle  folgt  hieraus,  dass  x  und  y  keipe  solchen  Werthe  erhalten 
dürfen,  für  welche  die  eine  oder  andere  der  Functionen 


/(«,y), 


m^.y)  m^.y)  W(^.y) 


dx 


dy    '     dxdy  ' 


die  Existenz  der  drei  letzten  vorausgesetzt,  unendlich  oder  disconti- 
nuirlich  wird. 


Fig.  13. 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  Hf  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL=x  und  0M=  y  (Fig.  1 3), 
seitwärts  von  den  vier  auf  OZ, 
jLiV,  NM,  MO  errichteten 
Verticalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der  That  IS  eine  Function  von 
X  und  y,  und  man  hat  nach 
§.  1: 


da 

—  =  Fläche  LNWV 

ax 

d^z    _  djLNWü)  _ 


dydx 


dy 


=  NW, 
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andererseits 

1^    z=  Fl&che  MNWV 

dy 

dx dp  dx 

was  mit  dem  Vorigen  übereiiiBtimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Variabele  auszuführen,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

n.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Variahelen. 

6)  dis  =  ^-  dx  -{-  ^-  dy 

dx  oy 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

dx  oy 

\dy     V                   \dy     V 
^  dx  H r ay^ 

dx  dy 

dies  ißt  soviel  als 

d^g  d^z 

d^e  =.^dx^  +  -^  dy  dx 
ox^  dy  dx 


+  dTd-y  ^^  ^^  +  8i;5  ^y 


7)     '  d^,  =  ^''  --  .  .    a^^     ,    ,    .  d^^ 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 
8)  ,a,  =  8'-^   ...      93. 


5-5  ^^^  +  3  ^   ,  ^     dx^  dy 
dx^  dx^  dy  ^ 


d^e  d^ß 

+  3  ^     ^     dxdy^  +  ■—  dv^ 
^      dxdy^       ^   ^  dy^^ 

^i  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi« 
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cienten  durch  dieselhe  successive  Addition  wie  in  §.  13,  11.  entstehen, 
80  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

9)  ''"-  =  Wo  1^  '^^"  +  («)i  wJ^  ^^''  - '  äy 

Kürzer  schreibt  man  dafiir  in  symbolischer  Form 

10)  cf«^  =  l ö^  ^«  +  ^  dy)  &"^- 

\dx  dp      / 

Bei  drei  Variabelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  rp,  y  und  g 
bedeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

11)  d''u  =  {±dx  +  ^dy+  ^  d.ydnu, 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 

§.  16. 
Höhere  Differentialquotienten  unentwickelter  Functionen. 

Aus   den  Betrachtungen  des  §.10    wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  f(x,y)  =  Ooderf=zO 
durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

2)  0/         8/     _rfy^Q 

dx         dy      dx  * 

wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit/i(aj,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
/i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Kegel 

gx  M4.M        £^=0 

'  dx  '^  dy  '  dx 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von/x 

dx        dx^  '^  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx 

j,(dy\ 

8/1  _    8'/  8/     ^  \dxJ    ,    8»/    £y^ 

dy        dy  dx        dy         dy  8y*     dx 


unentwickelter  Functionen.  75 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

j-  nur  rc  enthält,  mithin  eine  Function  von  x  allein  [nach  der  frü- 
heren Bezeichnung  9^(0;)]  und  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
hat  daher 


fäy\ 
\dxj 


=  0 


dy 

und  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einfahrt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

^    8a;2  "*"      dx  dy'  dx  '^  dy^  '  \dx)  "^  dy     dx^ 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn/2  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet: 

h\  ?^  a.  ^  .  i£  _  0 

Bei  wirklicher  Entwickelang  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
raitialqaotienten  findet  sich: 

5:^  =  ^+  n     8«/        dy        ^    8V      d^y 
dx        dx^  dx^  dy     dx  dx  dy    dx^ 

8V     /diY   .    2  ^    i^    ^ 
"^  dx  dy^  \dxj    "^      dy^  '  dx  '  dx^ 

,     8/     ^    ,      8V       d^ 
"^  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx\ 

8/2  ^     8V      ■    g     8V        äy_ 
dy        dx^  dy'^      dx  dy^  '  dx 

"^  dy^  \dxj  "^  dy^  '  dx^' 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

6)     ^'/   I    3     8«/       dy  83/     /dyY  ,    8«/  fdyy 

dx^/       dx^  dy'  dx  '^     dx  dy^  \dxj  "^  dy^  \dxJ 

\  3    8V       ^,382/^^ 
■'"     Saj  8y     daj2  "^      8^3  '  da?  '  dx^ 

+  ^  .  ^    =    0. 
8y     e2a?3 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
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freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen- 
tialgleichungen der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differentiälquotienten  der  Function 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

dl 
7)  äy  _  dx 


dx  _8/   ' 

dy 
wie  schon  bekannt  ist;  femer  aus  Nro.  4): 

.  ^  _  _  8a;g  "^      'dxlby     dx   "^  dy^  \dxj 

^  dx^  ~  8/ 

dy 

dy 
und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  -r^  einsetzen; 

ax 

d^y 
die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -r-^  u.  s.  £ 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszuführen. 


§.  17. 
Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichneta?  die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  aufweiche 
ein-  oder  mehr  mal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Diffe- 
rentiale dy  der  abhängigen  Variabele  y^  denn  für  y  =  f{x)  ist 
dy  =f'(x)  ,  dx,  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  x,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  "dieser  Be- 
merkung folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  als  constanter 
Factor  gilt,  d^y  =  df(x)  .  dx  =f'(x)dx.dx  =f\x)dx^  über- 
einstimmend mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren 
Differentiationen  (2  o;^,  dx^  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es  kann 
uun  im  Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem 
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X  den  Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und 
ihn  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zuführende Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchung einer  Gurve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Qrdinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusehen ,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differentialquotienten 

dy        d^y       d^y 

Jx'  dx^'  ^' 
zusetzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Variabele,  son- 
dem  als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
von  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
M.: 

dy         dy      dx 
dt         dx      dt 


•  •  .  • 


^d  man  erhält  hieraus 


1) 


dy 
dy  dt 


dx  dx 

Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
t  differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen   von 
t  abhängen,  findet  man  links 


\dx/  \dxj 


dx  d^y     dx 

dt                dx         dt  dx^     dt 

^i  rechter  Hand  nach  der  Kegel  für  die  Differentiation  der  Quo- 
tienten 


dx     d^y        dy     d^x 
dt  '  d¥  '^  TT  '  dt^ 

'dxy 

.dt) 


l 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sich 
durch  Beduction  auf  -=^ 

dx     ä^y        dy     d^x 
d^y       It  "dP  ^  W  dW 


2) 


dx^  /dxV 


iW 


Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 

/(^a?Y  ^_o  äx^     ^    ^4.Q^  /d^xY       dx      dy    d^x 
\dt)    dt^  dt  '  dP  '  dP  "^       dt  \dt^J         dt  "dt  'Tß 

/dxV      ' 

\dt) 

Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Gomplication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =z  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  j/ =/(aj) 
umgekehrt  werden  soll  [x  =  F^y)],  so  ist 

dy_  ^      1 
dx  dx 

dy 

d^x 
d^y  dy^ 

\dyJ 

/d^xV  dx  d^x 
d^y  _  XdyV  dy  '  dy^ 
dx^  ~  (dxy 

\dy) 
u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Yariabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  In 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
dies  später  sehen  wird. 


4) 


5) 


6) 
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§.  18. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihren  succes- 

siven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8  .Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
ersten  Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  vorkommen.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 

1)  /(5)  =/(«)  +  (6  -  a)f'{a  -|-  » p,  _  a]),    0  <  *  <  1. 
ist  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

/'(c)  =/(«)  4-  (c  -  «)/"(«  -I-  £  [c  _  «]) ,     0  <  6  <  1 ; 

•  * 

mmmt  man  c  •=.  a  -\-  %Q>  —  a),  substituirt  nachher  den  Werth  von 
/  (c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  -0"  €  kurz  mit  ^x 
so  erhält  man  die  neue  Formel 

2)  /(&)  =  /(a)  +  (5  -  d)f{a)  +  ^  (5  -  ayf\a  +  ^i  [5  -  a]). 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  achte  Brüche  % 
ond  ^1  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt ;  um  diesen  üebel- 
stand  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

/(a)  +  (6  -  a)f\a) 

auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

3)  9)(a;)=/(a!)  +  (6-a!)/'(x); 
68  ist  dann  einerseits 

*)  9)(a)  =  /(«)  -f  (6  _  a)f'{a) ,      q>(b)=f(b), 

""deterseits  durch  Differentiation  von  Nro.  3) 
5)  <p'(x)  =  (b  —  x)f"(x). 

ffier  lässt  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9,(6)  =  (p(«)  +  ^ ^^ ^J"^°  _  ,  q>'(a  +  Ö  [b  -  «]) 

'^wenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  <p(b)  und  q)(ä) 
^d  nach  Nro.  5) 

¥{a  +  ö[5  ~  a])  =  (1  -  ö)(5  -  a)f\a  +  ö[&  -  a]) 
B^bstitairt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  /(6)=/(a)  :f  (6_«)/'(a)+-^^=^/''(a  +  ö[6-o]), 
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« 

welche  genauer  als  die  finihere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  0  enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  j)  =  2,  nämlich 

7)    f(P)  =f{a)  +  (5-  a)/'(a)  +  §(5-a)V"(a  +  «[b-a]).  _ 
Uehrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung, 

dass  (p{x)  und  (p'{x)^  mithin  auch/(aj),/'(a?)  und  f"{x)  stetig  und 

endlich  hleihen  von  rc  =  a  his  o?  =  5. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden ;  man  hat  nämlich 

f"(c)  =f"(a)  +  (c  -  a)f"'(a  +  s[c  -  ä]), 
mithin  wenn 

c  r=  a  +  0(5  —  a),         06  =  01 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  /(&)  =  f(a)  +  (b-  a)/'(ä)  +  l(b-  ayf'ia) 

+  §öa.-a)s/"<(o  +  ÖiP.-a]). 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  0  und  0^  vor,  und 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  t^  («)=/(«)  +  (6  -  x)f'  (aj)  +  1(6  -  «)»/"  (X) , 
Bo  haben  wir  einerseits 

10)  H,  («)  =  /(a)  +  (b-a)  f'(a)  +  i  (6  -  a)»/"(a) .  il>  (6)  =/(b), 
andererseits  durch  DifiPerentiation  von  Nro.  9) 

n^(x)  =  i(p-xyf"(x), 

*'(«  +  «■[&  —  o])  =  ^(1  —  »y(b  —  ay/"'(a  +  »\p  — -o]). 
Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  t(&)  =  t(ä)  +  ^(/_~^°p-i  V^(«  +  »U>-  «]). 

so  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  f(b)  ==f(a)  +  (b-  a)f'(a)  +  §  (6  -  a)«/"(«) 

die  sich  für  p  ^=  S  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  f(Jb)  =f(a)  +  (5 - a)f(a)  +  l(b^ a^ria) 

Dabei  müssen  ^(o?)  und  ^'(o;),  mithin  auch  /(aj),  /'(a?),  /"(aj) 
und/'"(aj)  endlich  und  stetig  bleiben  von  aj  =  a  bis  a?  =  5. 

Um   die   bisherige    Schlussw^ise  ganz    allgemein    auszufahren, 
setzeu  wir 
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14)  i>(x)  =f(x)  +  ^-=^/'(x)  +  ^fi^f"(x)  + 

^  1  .  2  ...  (n-  1)"^  ^■'' 
worin  f(x)  eine  gegebene  Function ,  ^  (x)  dagegen  die  unbekannte 
wunme  der  rechts   stehenden  Summanden    bezeichnet.      Einerseits 

iat 


*(«)  =/(«)  +  -j-^f(a)  +  ^J^f^f"(a)  + 


•    •    •    • 


(b  —  o)"-I  f(n-»r„s 

♦  (6)=/(6). 
andererseitfi  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gativen Ausdrücke  heben, 

>'(.f.p-.i)='\-t>:3-:;^-;r-v<-»(^+o[>-.3), 

ondwenn  man  diese  Werthe  in   die  Gleichung  11)   einsetzt,   so  g©. 
^gt  man  zu  der  Formel  , 

16)  m  =/(a)  +  ^/'(«)  +  ^^f"(a)  +  •  • . 

^  1  .2...(n—  !)•'  ^"^ 

Zar  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  ip(x)  und  ilf'(x);  dazu 
wt  hier,  wo  i>(x)  und  ^'(rc)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
Wimmt  werden,  erforderlich,  dass  f(x),  f{x),  f'{x),  .  .  ./(«>(ap) 
endlich  und  stetig  bleiben  von  x  =  a  hiB  x  =  h. 

Für  h  —  a  =  h  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 

17)  /(«  V  &)  =/(«)  +  ±-f>(a)  +  ^/"(«)  +  •  •  •  • 

,  -I ??^ — ; sß^-^Ha) 

(1  —  d-y-Ph^       .f.,     ,    ^,. 
+  1.2...  (1-^1)./^^^^  +  ^')' 

Sohl^milch,  Analysis.  I.  Q 
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und  dabei  müssen  f{x)  ,  f{pi),f\x) ,  .  .  .  /^">  {x)  endlich  und  conti- 
nuirlich  bleiben  von  a?  =  a  bis  a;  =  a  +  Ä. 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  j?  empfehlen  sich  die  Werthe  j>  =  n 
und  jp  =  1 ;  im  ersten  Falle  erhält  man 

18)  f{a  +  Ä)  =/(a)  +  A/'(a)  +  ^/"(o)  +  •  •  •  •      " 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  /(«  +  h)  =f{a)  +  -Y-/'(«)  +  i^/"(«)  +  •  •  •  • 

in-  1  (i  —  th'-ih" 

••  •  +  1.2...(n-.l)-^"  -  "(«>  +  1.2..  (n-l)^''^("  +  ^*)- 

Hier  bedeutet  0"  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  denen 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  letz- 
ten Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beiajue- 
len  zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  Q'  gleichzeitig  von  a,  h^  n  und 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verschie- 
dene Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  die 
Specialisirung 

f(x)  ==  logx, 

wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge^ 
es  ist  dann 

(-i)Y/^Y-^  .  (-i)"  +  7    h    yi 

'^  n—l\aj        "^        n         Xa  +  d'hJ} 

und  Bwar  gilt  diese  Formel  für  alle  pqsitiven  a  und  h.  Setzt  num 
für  d'  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  grofl»^ 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwisch^i 
denen  log(a  -\-  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Yariabelen  können  ähnliche  Qlai* 
chungen  wie  Nro«  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter* 
lassen  wir  dies,  da  wii'  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen« 


•  •  • 


Cap.  III. 

Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 
Der  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
grosser  als  die  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
spricht der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
^r  daher 

X  und  y  =  f(x) ,  • 

■  X  +  ^x    ^     y  +  ^y=f(x  +  ^x) 

*b  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Curve, 
v^m  bei  hinreichend  kleinen  ^dx  die  Differenz 

positiv  ist  und  es  bleibt,  falls  ^Jx  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
^e  Kuli  convergirt ;  dagegen  fallt  die  Curve  bei  negativ  bleibenden 
^y*  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  ^x  kann  man  auch 
sagen,  dass  die  Curve  steigt  oder  fallt,  je  nachdem  der  Differenzen- 
^otient  • 

^y  _  f(x  -f  ^x)  —fix) 

jdx  ^x 

^  positive,  oder  negative  Vorzeichen  behälfe.  Wie  in  §.  8  nachge- 
lesen wurde,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

6* 
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nen  Jx  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Bifferentialquotient ;    es   gilt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  steigt 
80  lange  als/'(a;)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  so 
lange/' (aj)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sicli  an  die  Gleichung 

y'  =f{x)  =  tanx 
erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  r  positiv  und  die  Tangente 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  rr- Achse  den  spitzen 


Fig.  U. 


und    zwar    positiven 
Winkel  X  TP,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Rechten    zur  Linken 
als    die  Drehung  im 
positiven    Sinne    be- 
trachtet   wird ;     un- 
ter diesen  Umständen 
steigt  die  Cur ve.  Dem 
negativen  /'  (x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  r  =  Z.  X  Ti  C,  wel- 
cher durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;  die  Curve 
fällt  dann. 

Wenü  die  derivirte  Function  /'  {x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändert,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in*8 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f'(x)  =  0  wird, 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
p unkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r  =  0, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkte  G. 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung 


y  =  —  V  2ax 
a 


«2 


benutzen;  der  Differentialquotient 


a  —  X 


^         »     Y2ax'^x^ 


hat  f ür  a?  <^  a  das  positive,  für  a?  >  a  das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  x  =  a  aus  dem  Positiven  in^s  Negative  über« 
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Die  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  x  =  a^y  =  h  einen  oberen 
Gulminationspunkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

IL  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
eine  Curve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  fällt,  so 
bleibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht. Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha- 
bene oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
15  und  16).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Curve  fallt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen. 
Ist  nun  der  Bogen  PP^  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

80  heisst  dies  nichts  An- 
^^'      "  deres,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  aj- Achse  liegt ;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PP^ 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durchr 
geht.  Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mit  J\  deigeni- 
gen  Curvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

MiQ>M,P,, 
X         bei  ^oncaver  Krümmung 

MiQ<:MiPu 
und  es  ist  also  die  Curve 
oon?ex  oder  ooncav  gegen  die  Absoissenachse,  je  nachdem  MiQ  —  MiPj 
fcs  positive  oder  negative  Vorzeichen  hat.  Für  OM  =  x,  MMi 
=  Jfjilfs  =  ^x  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  M\Q  das  arithme- 
tische Mittel  zwischen  MP  und  M<i  P^  darstellt,  findet  sich 

M^Q^M.P^ 

_/(ag+2^)+/(g?)     ^,^,    ^^x_/(a?+2z^a;)-2/(a;+^jg)+/(ag) 
2         '  j[X'\-^x)^ ^ • 

dieser  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie 


Fig.  16. 
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f(t  +  2^x)^  2/(x  +  Jx)  +  /(x)  ^  ^f(x) 

Jx^  ^x^ 

uuA  hUietüT  ]»i  wieder  einerlei  mit 

wo  Q  rino  gloiclizeiiig  mit  ^x  gegen  die  Null  convergirende  Grosso 
tif'Mc^irlinct.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  ^x  der 
Mwcitd  DiATorrn/irtiquoiiont  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rrtiilnl(|tiotiont  Ix'siizt,  dass  mithin  die  Gurve  convex  oder  concav 
ist,  J«*  imohtIcMii  /!*  (.r)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Diese 
t)nttirt'ktttig(«n  sind  loioht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Gurve 
ut»h»rh«lb  Avr  AbNoissonaohso  liegt,  mithin/(aj),  f(x  +  ^x),f(x  -+-  2  ^x) 
lirgiiUv  sind;  man  flndot,  dass  umgekelu*t  ein  negatives /"-(o?)  die 
t*onvt»Xf»,  ein  püBitivos/"(.r)  die  concave  Krümmung  anzeigt.  Mit 
dorn  Vurig<?u  nusamnicn  giobt  dies  den  Satz,  dass  die  Gurve  convex 
iuWt'  (HM\ottv  gt'grn  die  Absoissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  f(x) 
WwA  ,/^  (,r)  gleieUo  oder  entgegengesetzte  Yorseichen  besitzen. 

7m  detnvelben   Resultate    führt   auch   eine  andere  Bemerkung. 

\\p\  einer  e^^nvt^x  steigenden  Curve  wachsen  nftmlich  die  Tangenten- 

Vriitk^)^  \m  ^uer  Cime«iv  »teigeudon  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmii- 

leUnMT  «^Uft  tV^  IT  und  l^  ersieht»  worin  PTund  Pi  Ti   die  Tan- 

tV  l*.  Fig.  13- 


tt 


Fl 


"_ . .  _i    .  -■^ . 


ö     t       t(\    M     W^ 


\ 


o^^t; 


AT 


1    ^     f,^^     -* 


■ti^$r 
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ben,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Ordinalen  positiv  ausfallen;  mit 
ander^i  Worten,  wir  vergrössern  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Interralles  liegenden  Ordinalen  um  eine  constante  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y'  und  y**  hat  diese 
Operation  keinen  Einfluss;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =  f{x)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem /"(a?)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  /"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  c^urch  den 
Werth/"-{aj)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
statt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt 

IIL  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y  =  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  derd^-Achse.  Nach- 
her entscheidet  J^an,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
VQ  y'  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
iimerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Kirchganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  Infi exionsp unkte  vor- 
kommen. Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
om  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Ab  Bei^iel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
emem  über  dem  Durchmesser  AB  =  2  a,  Fig.  19  (a.  f.  S.),  cönstruirten 
Kreiae  sind  parallel  zu.  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Q2 
u^d  eine  darstellen  möge ;  sie  schneidet  den  zu  AB  senkrechten 
DuichmeMer  in  einem  Punktet.  Man  legt  ferner ilfi  ^1 1|  CD \\  M2Q2 
«nd  äeht  die  Gerade  AN;  letztere  trifit  Mi  Qi  in  Fi ,  Mi  Qi  in  P3, 
und  nun  sollen  Pi,P2  Punkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
^Xi  oder  AM2  mit  a?,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  y,  so  erhält 
^  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

xV  2  ax  —  a?* 

y  = , 

ttod  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
9r  f&r  ^  =  0  auch  ^  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 


88  Cap.  III.   §.  19.   Der  Lauf  ebener  Curyeu. 

Ingendenx  ein  poaitiveB  y  entspricht,  dasB  für  a!  =  2a  wiodery=0, 
und  für  «  >  2  a  jedes  y  iraagin&r  ist  •  Die  Corve  geht  demnach  ton 
A  ans  ttber  die  i^Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  in  B  Miiedersn 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Warzelzeichen  negativ,  eo  erhält  man 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  anter  der  Absciseenachse  li» 
gonden  Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  BOge- 
nanntes  Blatt  bilden. 

Man  erhält  weitet  als  ersten  Dififerentialquotienton 
'—    J'C^'»  — 2ir) 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nar  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zn  untersuchen  braucht. 
Für  35  =  0  wird  y'  =  0;  ao  lange  3:<;^a  bleibt,  ist  y'  positiv,  für 
X  =  |a  wird  y'  =  0,  bei  grösseren  X  wird  y'  negativ  and  zuletzt, 
d.  h.  fOr  «  =  2  o,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Corvo 
in  Ä  die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  A  ans  steigt  sie  bis  n 
dem  oberen  Culmiuationspnnkte  0,  dessen  Coordinaten  AF  =  la, 


FO  -- 


-a  sind,  und  fllllt  dann  bis  B, 


i  die  AbscisMft- 


achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  ferner  den  zweiten  Di&erentialquotienten 

,-,  _  xi3a^—Sax  +  2x^)  _  23;[(a!  — |ap  —  |a'] 
*    "      oV(2aa;  — «»)'       ~      aV{2ax—x'')* 
anbetrifft,  so  übersieht  man  leicht ,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
x:=0  bis  zudem  kleineren  der  beiden Werthe,  welche  (x  —  |a)*=Ja' 
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3 Ys 

räachen,  d.  h.  bis  zu  a?  = a  =  Ja  —  a  cos  30®.  Beimüeber- 

tchreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
iber  und  bleibt  negativ»  bis  o;  =  2  a.     £s  würde  zwar  später  für 

c  = a  wieder  ein  Zeichen  Wechsel  eintreten;  dieser*  kommt 

iber  nicht  in  Frage,  weil a  ]>  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

y^»  y'i  y^  imaginär  sind.     Die  Gurve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Abscissenachse  von  Ä  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  I,  dessen  Coordi* 
öaten  ÄH=  |a  —  a cos 30^  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
i^en;  darüber  hinaus  bleibt  die  Linie  concav« 


§.  20. 

Bogendifferential ,  Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 

ebener  Curven. 


I.    Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 
1)  tanx  =  y'  =  -rr- 

bildet  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Constructionen ,  welche 
'^t  dem  Probleme  des  Tangentenziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
^e  stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1}  die  folgenden 
Gleichungen  entspringen: 

dy 

n\  1  .  dX 

«)        C08V  =  - — ,  smr  = 


^en  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

•\  dx  .  dy 

3j         cost  =  ^j  ,    stnt  =     ,         ^    =  • 

Vdx^  +  dy^  Vdx^  +  dy^ 

BW  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
'^ch  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
"^hen  den  Punkten  x,  y  und  x  +  dx,  y  -{-  dy  liegende  Curven- 
>^  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
^^dy  und  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
l^fldete  Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Yorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraas  folgende  Crleichang  tant 

du 
=  -3— ,  welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.    Dann  darf  man  aber  wei- 
ax 

ter  >schliessen,  dass  für  das  Bogendifferential  ds  die  Gleichung 
4)  •  d$'^  =  dx^  +  dy^ 

gelten  muss.      Dies  kann   auch   direct   auf  folgende  Weise   gezeigt 
werden. 

IiiPig.20  sei  OM  =x,  MP  =  y,  MMi  =JPQ  =  dx,  P,§ 


Fig.  20. 


=  /ly,  Z.  PTX  =  r,  der  von 
einem  festen  Punkte  C  an  gerech- 
nete Bogen  GP  =  s,  mithin 

Are  PPi  =  ^8, 
endlich  B  der  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  TP  die  Ordinate 
MiPi  schneidet;  wählt  man  ^x 
so  klein,  dass  der  Bogen  PPi 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  colncay  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ArcPPi  >  PPu  d.  h.  ^s  >  y^x^  +  dy\ 

Are  PPi  <!  PB  -\-  BPu  d.h.^8<^^x  sect  +  z/y  —  ^x  tant. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  ^x  ergiebt  sich 


T       M    Miü 


V^  +  {^y<^.<^r  +  ^.-iam; 


/Ix 


Jx 


beim  üebergange  zur  Grenze  für.  unendlich  abnehmende  d x^  dy^ 
^8  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenzwerth 


und  auf  der  rechten  Seite 
secr  +  -^  —  tanr  =  8ecx  =  Vi  +  ian^z  =  V  1  +  y'*- 

(t  X 

Beide  Seiten  convergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Orense, 
daraus  folgt 


d8 


=  VTT 


r'2 


lATly. 


was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt     Aaoh  ist  nun 
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1  dx 

cos  r  =  ■>  =  -=- , 

y  dy 

sin  X  =  -  j    "^  =  -=-  • 

Vi  +  /2        ds 

Wenn  die  Gleichung  der  Gurve  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
y^f{x),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  y)  =  0 
g<^eben  ist,  so  hat  man 

dF 

, dy^ 8a? 

^  ~  dx~        dF 

dy 

<a  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

U.  üna  durch  den  Punkt  P  eine  Tangente  an  die  Curve  zu 
kgen,  kann  man  entweder  den  Berührungswinkel  r  aus  der  Formel  1} 
bestimmen  und  sein  Cömplement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
ifP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT^PT  berechnen  und^  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

stnv  y' 

Bezeichnen  |  und  ri  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

iy  —  y  =  (I  —  ir)  tant, 

▼on  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
Differenzen  £  —  x  und  17  —  y  leicht  überzeugt ;  demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 

8)  ri  —  y  =  /(l  —  x). 

Für  den  Fall,    dass  die,  Gleichung  der  Curve  in  der  unent- 
wickelten  Form 

F(x,y)  =  0 

gegeben  ist ,   erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
Gestalt 

dF  ,^         .    ,     dF  ,  '      \ 

9)  8J«-a^)+-g^(i?-y)  =  0. 
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III.     An  die  Gleichung  8)  oder 

knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.  Wenn  die  Curve  in's  Unent3 
liehe  geht,  so  kann  es  geschehen,  dass  bei  unendlich  wachsenden  * 
die  Ausdrücke 

y'  und  y  —  xy' 
sich  bestimmten  Grenzen  nähern ;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzla^^ 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  d( 
Punkt  xy  fortrückt,   d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curvi 
Setzen  wir 

Litny'  =  Limf'(x)  =  A^ 
Limiy  —  xy')  =  Lim[f(x)  —  xf'(x)]  =  B, 
so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10)  fi  =  Äi  +  B, 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  ^- Achse  liegfrj 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A  =  co  und  B  =  cd;  nuum 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weil  sich  eino 
derartige  Asymptote    von   selbst    dadurch   bemerklich  macht,   dastf 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


(x  =  od) 


Fig.  21. 


M    Miü 


IV.  Errichtet  man  im  Punkte 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
re.chte,  welche  die  Abscissenachse 
in  U  schneidet,  so  erhält  man  die 
sogenannte  Normale-  der  Curve; 
Mü  heisst  die  Subnormale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung, 
dass 

^  MPÜ=  ^  MTP  =  r 
ist,  findet  man  leicht 


11) 

12) 


Suhnorm.  =  ytanr  =  yy'^ 
Norm,  ==  -^  =  yVl  +  y'^; 


cosz 


femer  ist,  wenn  |  und  m  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normale 
bezeichnen, 

1?  —  y=  («  —  Ö  cotx^ 

mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


18) 


n  —  y  =  —  T7  (*—«)• 
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Der  uneDtwiekelten  Fonn  der  Curvengleichung    entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 

Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
Paragraph, 


§.21. 
Beispiele  von  Tangenten-  und  Kormalen constructionen. 

L  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zuy  o;- Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi- 
natenanfang,  so  ist  bekanntlich 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte ,  worin  p  den  Halbparn* 
Bieter  (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.     Man  findet  hieraus 

y 

nüihin  als  Gleichung  der  Tangente 

3)  ,_y  =  ^_:Li^(l_^). 

Für  {  =  0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  %  das  i^o  heissen 
möge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
Tangente  von  der  Ördinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 
^    —  «       i>  +  ga;  ^  _  yg  —  j)a;  —  qx^ 

.  .       y  y 

oder,  vermöge  des  Werthes  von  y\ 

Dies  •  giebt  folgende   Tangentenconstruction    (Fig.    22).      Man 

nehme  0  C=p,  fälle  von  dem  festen 
Punkte  G  auf  den  Radiusvector  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ördina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP, 

Man  hat  ferner  durch  Substitu- 
tion des  Werthes  von  y 


»4 
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y  2$x  +  ««^ 


l/,£ 


y  ^  xy'  =  fiQ  = 


px 


X 

p 


+  a 


V2px  +  ga?3 


+  <? 


^^0  =  ^,. 


bei  unendlicli  wachsenden  x  wird  hieraus 

y  Q. 

Diese  Ausdrücke  sind  reelL  und  von  endlichem  Werthe, 
g  >  0,  dL  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;    letatere  besit-^^ 
daher  zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aas      ^ 

5)  ^__iAr     *    .      P 


1?  =  V^g  •  I  + 


VT 


hervorgehen,  wenn  man  yq   das  eine  Mal  mit    dem  positiven, 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt» 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dass  di^ 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  yy\  d.  h.  die  Subnormal^ 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 


6) 


yy  =^  —  9- 

X 


Fig.  23. 


Man  kann   daher  die  Normale  unabhängig    von  der  Tangente 
durch   folgende  Coustruction    erhalten:  Auf  dem  Radiusvector  01^ 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  (f 
begegnet,  und  nimmt  QU  =  p\  dann  ist  P  J7  die  Normale, 

IL     Die  Cyclo ide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  u*gend  ein 

Punkt  eines  Kreises  be- 
schreibt,, wenn  letzterefj 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer 
Geraden  fortrollt,  wobei 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jeuer  Gera- 
den abwickelt.    Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 
AB,  die  sogenannte  Ba- 
sis, zura;-Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 
23)  AM  =  X,  MP  =  y,  LP  =  Lü  =  a,  ^PLU==  a>,  so  gel- 
ten  folgende  Gleichungen 


TA  M 
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x=i  ÄU—  Mü  =  Are  UP—  PV, 

d.  i. 

7)  X  =  am  —  a$in(D] 

d.i. 

8)  y  '=  a  —  aco8(a, 

Barch  Elimination  von  co  aas  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichong  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
pliciii  aosföllt,  so  thnt  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zubehalten und  darin  den  W&lzungswinkel  a  als  unabhängige  Varia- 
ble za  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  eascoi)  dm^  dy  =  asmcn  dco, 

niitlim 

9)  |»=,^^L^=eoaa, 

dx        1  —  cos  CD  * 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tanT  =  catl<o  =  tan  (90®  —  |  o). 

Da  wahrend  der  ersten  halben  Umwälzung  (O  <^  180^  mithin 
90<>  —  |o  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  t  jedenfalls  <^  90®  ist,  so 
BcUiesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

r  =  90«  —  |o  oder  90»  --  r  =  | cd, 

i  h.  Z.MPT  =  dem  Peripherie  Winkel  ÜWP\  es  ist  folglich  WPT 
die  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  U  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  G  der  Cycloide 
zdm  Goordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
Oy  =  rci,  NP  =  yi  ist  dann 

j-     l  Xi^=  CD  --  DN  =  2a  —  y  =  a(l  -\-  costo) 

\  yi  =.AD  —  AM  =  na  —  x  =  a(7t  —  cd-|-  sina) 

äy\        dx     '        .  \  /  1  —  cosfD 

— £L  =  —  =  tan  I  CD  =  1/    , 

dxi        dy  *  Y    1  -{-  coscD 

oder  wegen  cosca  = 1, 


äyi        \  /  2  a  —  Xi        V 2axi  —  oci 


=  r-^^ = 


2 


dxi  .        y         Xi  Xi 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Stifte  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  ri,  den  die  Tangente 
<PTmit  der  neuen  Abscissenachse  einschliesst,  es  ist  daher 


•# 
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tanti  =  ^  oder  tanMPT=^ 
NC  NC 


woraus  wieder  folgt,  dass  PTF||  CQ  die  Tangen te  sein  muss. 

III.  DieEettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  vo! 

.  kommen  biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  d- 

Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen,  eine  krumme  Linie  v( 

folgender  Gleichung 


12) 


«'=!( 


X 


+  « 


X 

k 


). 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  k  unter  d 


Fig.  24. 


Scheitel  der  Curve  liegt,  und 
Ordinatenachse  vertical  durch  d 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  1 
folgt 


^^■1 


=  i(e*-e      *) 


und  es  ist  vermögender  Werthe 
y  und  y' 

(I)' -'•=•■    . 

jj — ^     ^  oder  zufolge  der  geometrischen  Ba^ 
deutung  von  y' 

tant  = j^ 

Um  hiernach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  constrniren,  be- 
schreibt man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MF  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  ^schneidet,  zieht  die  Gerade 
CN,  die  mit  0  C  einen  Winkel  =  t  bildet,  und  legfc^PT  senkrecht 
zu  CN'j  die  Normale  P  U  ist  parallel  zu  CN. 


§.  22. 
Krümmungskreis,  Krümmungsmittelpunkt  und  Evolute. 

I.  An  zwei  Punkte  P  und  Pi  einer  Curve  CPPi  (Fig.  26) 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TP  und  TiPi  gelegt,  die  noH  in  ü 
schneiden ,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  deren  Darob» 
schnitt  Q  heissen  möge;  in  dem  Sehnenvierecke  P^Pi  ITist  dann 


Krümmungsmittelpunkt  und  Evolute. 
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Fig.  25. 


—  Z.  MTP  =  ti^t, 
der  Winkel  PQPi  giebt 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels r  an  und  kann 
daher  mit  z/r  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  femer 
dieSecantePjPiSund  setzen 

Z,PSM=  (5, 
80  haben  wir  im  Dreiecke 


^PiPQz=90^^ZPiPU=90^-^Z8PT  =900  — (ö  —  t), 
^P?iö  =  900  — ^PPir7=r=900  — z:S-PiTi  =  900  — (ri  — (J), 

PPi  =  V(P^  +  ]^W^  =  y(Ax)^  +  {dyy-y 


[e  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraus  die  Strecken  P  §  =  r  und  P^  ^  =  r , 
rechnen  und  finden 


Sin /3  t 


oder 


^x       dx 


co8(z  +  -i:/r  —  6) 


imd  dem  entsprechend 


V 


stn^dt    /dt  ^         ^ 

^t  ^X 

Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  P\  immer  näher  an  P  räcken,  mit- 
m  ^x^  ^t  und  Ö  —  t  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
srändert  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
tdliche  hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  T\  der  gemeinschaft- 
shen  Grrenze 

SchlOmilch,  Analysis.  I.  7 
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Limr  ^=  Limri  = 


V 


> + m 


dx 
dx 


welche  wir  q  nennen  wollen.     Aus  tanz  =  y'   folgt  femer,   wei 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

#    ^^  1  dy'  1  f, 

-^  '  dx         l  +  y'^     dx  1  +  y  ^ 

daher  ist  zusammengenommen 

1)  C- -j' • 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  dass  « 
Durchschnitt  .zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letztem 
nicht  in^s  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Gre: 
punkte  fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären, 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pj  beträgt,  i 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  P  Q  und  Pi  Q,  nc 
hin  lässt  sich  näherungsweis  P  Q  =  Pi  Q  als  Halbmesser  eines  Ks: 
ses  ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  Pi  als  die  zugeht 
gen  Tangenten  P  T  und  Pi  T\  mit  der  Curve  gemein  hat.  Et 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Gurve  an  < 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  / 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  P  T  mit  der  Curve  i 
mein  hätte,  oder  kurz  ausgedrückt ,  jener  Kreis  hat  nahezu  diese! 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  P^.  Diese  Schlüsse  erhalt 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  1 
der  Grenzpunkt  des  Normalendur chochnittes  heisst  dann  der  Krüi 
mungsmittelpunkt,  die  Strecke  (»,  als  Radius  eines  Kreises  % 
dacht,  der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  q  aus  jene 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  si* 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Kk 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vorstellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  \ 
Setzt  man  nämlich  Are  GP=s,  so  ist  ÄrcPPi  ==^s]  femer  näli 
nmgsweis,  indem  manz/s  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  =  P] 
=  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  PQPi  =  ^x  gehörig 
Kreisbogen  berechnet, 

z/s  =  r  ,  ^x  oder  r  ^^ 

ziT 
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verscbwindende  da 
und  Jt 

2)  P  =  —  • 

Darob  Einführung  der  Werthe 

d8  =Vl  +  ^2  .  dx,      dt  =  T-^—r,  y  äx 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  Q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  2/";  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv» im  zweiten  negativ. 

Für  die  Gonstruction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

^  =  V^2px  +  qx^ 
efhält  mau  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 

V(2px  -f  qx^y        y^ 

Qnd  daher  ist  der  Krümmungshalbmesser. 

u 
was  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  — 

als  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.    Die  eleganteste  Gonstruction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 
Für  die  Gycloid.e  ist  nach  §.21 

dx  =  2asin'^\Gid(o^  y^  •=  cot\G»^ 

mithiii 

^  28m^\Gi       • 

woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 


4asin^|oi 

7» 
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Dies  giebt  den  Krümmungshalbmesser 

Q  =  —  4:asinl  oj  =  —  2  FU 
oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Krümmungsmittelpunkt 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  Pü'um  ihre  eigene 
Grösse  verlängert. 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21 


y' 


=  1^6*   —  e        *),    U  =  ifSeCT  =:^  rr 


ferner 


mithin  nach  Nr.  3) 

Die  Kettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  entgegengesetzt. 

IL  Um  die  Coordinaten  J  und  i^  des  Krümmungsmittelpunktea 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  Q  vom  Punkte  P  entfernt  liegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

X  —  ^  =  Qsinty     ri  —  y  =  qcosx 

oder  vermöge  der  Werthe  von  Q,  sint  und  cosr 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 

y  =  V^px 
ist,  findet  man  hiernach 

{  =  3aj4-i),      12  =  ^)/— • 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y'  und  y"  nach  den  Lehren  des  §.16  berechnet 
werden. 

IIL  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Variabelen  S>  >?  und  a?,  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun- 
gen von  der  Form  y  =f{x),  sowohl  y  als  y'  und  «/"  durch  x  aus- 
drücken kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  {  und  i^  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Curve,*  welche  von  den  stetig  aufeinanderfol- 
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genden  Erümmungsmittelpunkten  gebildet -^^ä^Ä:^,  Dieser  geometri- 
sche Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  heisst  die-'^EvoJute  der  gege- 
benen Curve,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  da^§r,  jdass  man  sich 
«lie  ursprügliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  JSvolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann.  "-*'       . 

Als  Gleichung  der  Parabelevolute   ündet  man  mittelst  «der 
angegebenen  Elimination 


^l    —  57 


a-py  'v 


p 

also  eine  Curve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 


©* + ©• = 


1 


dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

2  ,     .  2 


©'+©•=•• 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

a2  — 52  a2--b2 

^  =  — >  Ol  ==  — r —  • 

a  0 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 

;  .  ©■-(!)'=>. 

daraus  ergiebt  sich  als  Gleichimg  der  Evolute 

a«  4-  &2  ^2  4-  52 

Ol  = ,  Dl  = r 

a  0 

Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 
Evolute  eine  mit  ihr  congruente  Cycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 
Lage  besitzt. 

§.  23. 
Formeln  für  Folarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarooordinaten  wird  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige Variabele  betrachtet  und  jener  Vector  als  abhängige 
Variabele;  für  Z.  XOP  =  0  und  OP  =  r  (Fig.  26  a.  f.  S.)  ist  dem- 
nach die  entwickelte  Gleichung  der  Curve  von  der  Form  . 

1)  r  =  /(ö), 
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voraus  sich  die  i^iSf^lifialquotienten 

•       •  • 


•  . 


•    *. 


'  ;%w 


du 


dm 


•        » 


Fig.  26. 


leicht  ahleiten  lassen, 
fragt  sich  nun,  welche  i 
5*ormeln  an  die  Stelle  der 
heren  treten,  wenn  man  \ 
der  rechtwinkligen  Coorc 
ten  Polarcoordinaten  einfi 
Der  Uebergang  von 
einen  zum  anderen  Coorc 
tensysteme  geschieht  bek« 
lieh  mittelst  der  Formeln 


2)  X  =  rcosOy  y  =  rsin  ß\ 

eine  Aeuderung  des  Q  hat  nun  gleichzeitige  Aenderuugen  von 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx         dr  .    ^ 

do        du 

TTT  '=^  ^7T  sm  0  +  rcos  ö, 
da        do  . 

und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel 


dji 
dx 


tanx  = 


-777  s«*^  0  -\-rco8Q       -TTT  <ötn  Ö  +  r 
da  aU 


dr_ 
dd 


cosO  —  r  sin  0 


dO 


—  r  tan  0 


Hieraus  ergiebt  sich 

dr 

dO  tanv  —  fand 


1  -I-  tan  r  tan  0 

r  —-^ : — 77-=  r 


tan  (r  —  ü) 


oder,  wenn  r  —  0^=<p  gesetzt  wird, 
3) 


1    dr        r' 
cotq>  =  —  -TTT  =  — 

^        r   du        r 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geon 
sehe  Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangente 
hens,  denn  es  ist  q>  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und 
Eadiusvector  OP. 
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Nennen  wir  tif  den  Winkel  OF  ü,  welchen  die  Normale  mit  dem 
ßadiusvector  einschliesst,  so  ist  ip  =  90®  +  %  folglich 

r' 

4)  tan  tif  = • 

r 

Eine  im  Coordinatenanfange  auf  dem  Yector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  F,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OW  die  Polarsubnormale.  Man  findet  OV 
=  rta/n(p  oder 

5)  Pölarsubtg.  =  -7-1 

6)  Polarsubn.  =  r'; 

die  letzt«  Gleichung  lässt  di9  geometrische  Bedeutung    von  r'  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 

verwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  ds^  =  dr^  +  {rddy 


8)  ds  =  dO  Vr2+  (^y  =  dd  V7^+V^. 

Zu  demselben  Resultate  führt   auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
zodracken,  halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

vorin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dir  zu  berech- 
nen i8t    Die  Formel  3)  liefert 

r' 

X  —  9  =  arccot  — , 

r 

daher  ist 

rdr'  —  r'  dr 

r2  rdr^  —  r*  dr 


rfr  —  clö=  — 


1  + 


(r) 


'\2  ^2_|_|.'2 


dr*  ,  dr 

—- ;- dO  =  -^  —r—^ 77  «t/ 
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r2  _|_  2r'2  —  rr" 


oder 


dt  = 


dd, 


und  nun  ergiebt  sich  vermöge  der  Werthe  von  ds  und  dt 


9) 


^  ~  r^  +  2r'2  —  rr"' 


Für  den  Fall ,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r"  nach  §.  16  zu 
rechnen. 


§.24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpu 
des -Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Hauptachse  zur  Absei ssenachse  i 
rechnet  den  Winkel  0  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekannt 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


r  = 


1    -|-    6  COSO 


Fig.  27. 


E 


N 


D 


und   in    Beziehung 
Fig.  27, 

FP=r,  Z.AFP= 
dabei  bedeutet  p 
Halbparameter  gleich 
Brennpunktsordinate 
und  s  die  numeris 
Exentricität,  d.  h. 
Verhältniss  von  r  s 
Abstände  PJVdesPu 
tes  P  von  der  Direc 
DE.  Aus  Nro.  1)  er] 
man  für  den  Wii 
FP  V  =   ^   awisc 


Vector  und  Normale  die  Formel 

tan  #^  =  — 


B  sin  0 


1  4"  scosO 
and  filr  dessen  Supplement  FP  ü^  welches  %  heissen  möge, 
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«  sin  0 
tan  X  =  - — ; s , 

1  +  icosd  .  ssinO 

my  =    ,  ,     stn  r  =    .  • 

Vi  +  26  cosd  +  6«  Vi  +  2  6eosd  +  «2 

Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptaclise 
abgeleitet  werden;  es  ist  nämlich  Z.  FUP  =  0  —  %, 

sin  F ÜP  =  sin  0  cosx  —  cos 0  sin% 
und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  %  und  sin  % 

stnFÜP  =  ^j 

Vi  +  2ecosO  +  6« 

In  dem  Dreiecke  FP  U  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  =  r 
oncl  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  ü  und  Pü  z=:  u  leicht 
ZQ  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 

_,  _  rsinx 

FU  = ^^  =.  er 

sin  FUP 


=  8  =  -— .,     FU  = 


niithin 

FU 
r  PN'     *^~PN\ 

dies  gieht  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
fßctrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Vector  die 
Streeke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
,  ^mit  dem  Mittelpunkte  G  verbindet  und  nachher  die  Normale 
^U\\TC  legt     Für  die  Normale  u  erhält  man 

rsind  -ir- — ; — ^— ; — r 

mithin 

ucosx  =  r(l  4-  scosO)  =.  p; 

Idenn  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Projection  der  Nor- 
male auf  den  Yector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
EUhparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Yector  die 
Strecke PS=J?' ff  und  errichtet  in  S  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  bo- 
•timmt  letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
male geht«     Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  femer  die  geo- 

u 
metrische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird   die  in  §.  22  für 

P 

den  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

Q  =  —  üsec^Xi 
deren  Construction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U  auf  der  Nor- 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  R  schneidet,  und 
nachher  durch  jR  eine  zu  PjR  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krümraungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

IL  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  fest« 
Punkte  F  und  G  im  Abstände  FG  =  2c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht, 
dass  das  Rechteck  FP  .  GF  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  über  ^FG  =  c  ist  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  rr- Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  G  ist,  lautet  die  Gleicbung 
der  Curve 

V(c  —  xy  4-  y«  .  V  (c  +  xy  +  y«  =  c« 
und  nach  gehöriger  Reduction 

(x^  4-  3^2)2  =  2  c»  (a?«  —  y«). 

Durch  Einfuhrung  von  Polarcoordinaten  ((ß  =  r€O8  0t  y  =  r  sin  0) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

^  r^  z=  2c^r^co82  0 

oder,  wenn  c  V  2  =  a  gesetzt  wird, 

r  =  aV  cos2  0. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tcmil^  =  tan  2  0; 
der  spitze  Winkel  zwischen  Yector  und  Normale  beträgt  aliso  das 
Doppelte  von  d,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist* 

Fig.  2a  Fig.  29. 


m.  Die  Ereisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  gl^ 
ten  so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immer 
berilhrt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  Ä  jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  ÄOQ  =  (o,  ^AOP=d,  ÄO  =  a 
(Flg.  29),  es  ist  dann 
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QP  =  arc  QÄ  =  ao^ 
mithin  in  dem  Dreiecke  OP  Q 

r  =  aVl  +  o',    ton(cö  — ö)  =  «. 

Durch  Elimination  von  co  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  0  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  ca  als  un- 
abhängige Yariabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

,  a&  da         da  —  dO  , 

dr  ■=  ^,.^  ,    — T-p — .=  dai 

y  X  _j_  0,j     eos^  (co  —  0) 

and  aas  der  zweiten  Gleichung  ^ 

dO  =  sin' (w  —  0)dG)  =  --r — -  d & , 
^  ^  1  -f-  <ö* 

mithin  durch  Division 


^   ~  dU  ~  C3 

Setzt  man  wie  früher  Z.  OPV  :=  ti  Z.  OP  Q  =  %,   so  er- 
giebt  sich 

r'  1  1 

es  ist  folglich  %  =  90®  —  Z.  P  0  Q  oder  P  ^  die  Normale ,  wie  zu 
erwarten  war. 


\  CJ  /  csiW  1  -4-  ßl2 


Man  hat  femer 

'aVTT       .  _        ______ 

und  durdi  Division  mit  dO 

_  _  aVl  +  oy 

nach  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

p  =  ao  =  P§, 

mithin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt,   wie  sich  nach  der  £nt< 
•tdiungsweise  der  Curve  erwarten  liess. 
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§.  25. 

Tangenton  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien« 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krilmmung  hat  bekanntlich  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  wer^len 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  z^  einmal  y  eliminiren  und  erhält  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y=tp{x),         g  =  if(x), 

womit  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  a?y-  und  auf  die  a?;r- Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  niqi  zwei  Curvenpunkte  PundPi  betrach« 
tet  werden,  deren  Coordinaten  rc ,  y ,  jP und x  -j-  ^x, y  -\-  ^y  ^z  -\-  ^B 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PPi  ist 

PPi  =  V^x^  +  Jy^  +  dz^ 
und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  PPi  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst,  durch  6g  ^  Öy,  Ö^  bezeichnen,  so  haben  wir 

z/a?  1 


cosö^  = 


V  Jx"^  +  Jy^  -f  Jz^ 


K' + m^  m' 


^y 

dy  dx 


-''    F^TT^FT^    y.  +  (^)'+(^)" 


COS  6  g  = 


dl 

Jz  ^x 


V  dx^  +  z/y«  +  dz^ 


i/'+(if)'+(ii)" 


Bei  unendlich  abnehmenden  dx  rücken  die  Punkte  P  and  JV 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibendta 
Punkt  P  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  r^,  ty,  Xg  bestimmt  wird;  aus  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 
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/  1  1 

COStg  = 


3) 


dx  y' 

COSXm  ^=  — 


'  V'+(t;+( 


cost.  = 


££\  2         VT+  y'^  +  g'^' 
dx) 

tdz 
dx  z' 


v>+(gy+ 


(dzy        V 1  4-  y'«  4-  e'^ 


dzy 
dx) 


\)         \dx) 

Der  gemeinschaftliche  Nenner  der  drei  Brüche  hat  einen  geo- 
metrischen Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  1^1^\  mit  ^s 
nnd  die  gleichnamige  Sehne  mit  jd6^  so  findet  die  Gleichung  statt 

^  _  ^    ^  _  ^  1/        (^yy      f^^ 

Jx~  Jö'  ^x~  Jö  V       +  V W   "•"  \^x)  • 

bei  verschwindenden  ^x  convergirt  —r-  gegen  die  Grenze  1  und  aus 
der  vorigen  Gleichung  wird 

oder 

5)  d$^  =  dx^  +  dy^  4-  dzK 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  fär  die 
Richtungswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  dy  dz 

"'  ds  ^         ds  ds 

Um  die  Gleichiugen  der  Tangente  im  Punkte  xyz  aufzustellen, 
nennen  wir  5,  ^,  ?  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tangente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xyz  und  haben 

{ — X  :=  rC08T:ei     ff  —  y  =  rcosty,     f  —  z  =  rcost;c 

C08  tx         cos  ty         cos  r - 
oder  vermöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

7)  ^JZJl —  llZl  =  llZJL. 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  jcz  pro- 
jicii-t,'  so  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Cui'v.e,  was  geometrisch  unmittelbar 
einleuchtet. 

IL  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  ündet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Sind  |,  i/,  £  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Normalebene,  so  muss   die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

A{^-x)  +  B(ti-y)-\-  G(i-z)  =  0 

sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xyz  enthalten  muss.  DO' 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,  so  müs^ 
sen  ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  r^,  r^,  tg  seiiiy 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  i  B  :  C  =^  costx  :  cos ty  :  cOBXg. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cos  tjc  (S  —  a?)  +  C08  ty  (ji  —  y)  +  cos  r,(t  —  ^)  =  0 
d.h. 

«)      Ir  «-^>  +  l  ("-*>  + 17  (s-^>=« 

oder  auch 

10)  |._^4-^(,_,)4-|i(5_.)  =  o. 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotienten 

—  und  -^—  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalten, 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  lanie 

angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  mau  die  Gleichnp- 

dtf  de 

gen  1)  zur  Entwickelung  von  -^  und  -=—  benutzen.     Die  Differen* 

tiation  derselben  giebt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige Yariabele  x  und  zwei  abhängige  Yariahelen  y^  g  vorhan- 
den sind, 
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»/    .     0/ 


dx 

dF 

dx 


+ 


+ 


dy 
dF 
dy 


dy 
dx 

dy 
dx 


+ 


+ 


df  de 

dz  dx 

dF  dz 

dz  dx 


=  0, 


=  0, 


imd  hieraus  findet  sich  dui'ch  Elimination 

df     dF 


dy 


dx      dz 


dF 

dx 


8/ 


•1) 


dx  ""    ' 

dF 

df 

df 

dF 

dy 

de 

dp 

de 

df 

dF 

dF 

df 

dz 

dx 

dtf 

dx 

dy 

dx 


dF 
dy 


df      df    dF 


dz 


dy      dz 


Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


Gylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Kugelhalbmes- 
ser zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  x- 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Gurve  folgende 
Gleichungen 


f(x,  y,  z)  =  x^  -\-  y^  -^  z^  —  4a«  =  0, 
f[x,  y,  z)  =  y^  --  2az'+  z^  =  0. 

I^arauB  erhalten  wir 

8/ 

dy 

dF 

=  2y, 


df 


dx 

dF 

dx 


=  2x, 


=  2y. 


=  0, 


dz 

dF 


=     2Zy 


8y 


dz 


=  2(z  —  d) 


and  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dy  x(z  —  a)        dz  x 

dx  ay      ^       dx  '    a 

lemnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 


X 

a 


(l-x). 
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Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

i-x  +  -A_J  (ri-y)-  —  (S-xr)  =  0 
und  bei  gehöriger  Reduction 

—  I  H ^  —  5  =  0; 

X  y 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  CooJ^' 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  sphärisch^si 
Curve  zu  erwarten  war. 


§.  26. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

L  So  wie  wir  in  §.  22  den  GrenÄpunkt  aufsuchten,  in  wel- 
chen der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan-- 
curve  überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wiT 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  io 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  P  und  Pj ,  deren  Coordinaten  x^  p,  ß  und 
X  -}-  ^x,  y  -{-  ^y,  z  ^  ^z  heissen  mögen,  imd  legen  durch  jeden 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

1)  {h''0:)dx  +  iy\-y)dy  ^  {$,-z)dz  =  ^. 

(I  — aji)dfa;i  +  (ri  —  yi)dyi  +  (S  — ^i)^^i  =  0. 
In  Beziehung  auf  Xy  y,  z  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  un- 
ter der  allgemeinen  Form  {(x,  y  y  z)  =  0  enthalten,  die  zweite  un- 
ter der  entsprechenden  Form'  f  (a?i ,  ^i,  Zi)  =  0   oder  i(x  -\-  z/«, 
y  -f-  ^yi  ^  +  ^^)  =  0;  es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 
t(x  +  ^Xy  y  -f  Jyy  z  -]-  ^z)  =  t(x,  y,  e)  +  di{Xy  y,  £r), 

worin  ^{{Xy  y  y  z)  die  totale  Diflferenz  der  Function  f  bedeutet,  fer- 
ner ist  f(a;,  2^,  ;e^)  =  0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch 

2)    -      ^[{i'-x)dx-{-{ri-y)dy +  {l-e)dz-]  =  o 

darstellen.     Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  ^^ 
und  erhalten  durch  Ausführung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 
(|-a:)d2>»  +  (ri^y)d^y  +  (i^js)d'2is     _ 

— .  dx^  —  dy^  ■--  dz'i^  ~ 
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oder  kürzer 

3)  (^^x)d^x  +  (Yi  —  y)d^y  -\-  {l'-z)d^z  =  dsK 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dasa  man  einmal  5  —  z,  das  andere 
Mal  iy  —  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte;  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobei  der  .beabsichtigte  Ueber- 
g«ing  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  ^  ausge- 
sprochen ist.     Indem  wir  die  Abkürzungen 

4)  X  =  dyd^e  —  dzd^y,T=  dzd^x  —  dxd'^z, 

Z=:  dxd'^y  —  dyd'^x 
einführen,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

r  •  ^         .         ds"*'  dz 

5)  {  ^  ^ 

t  —  ^  =  "Y  (I  — a;)  H ^, 

tuid  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
von  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel ,  welche  die  ge- 
^nnte  Grenzlinie  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  mögen  d'g, 
^i)  d'jr  heissen;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

6)  cosd'x  cos  O-y  coß  d-g 1^ 


X  Y         z        yx^  -|_  r^  +  Z2 

Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  JP 
eine  Senkrechte  P  Q ;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Krümmungs'mittelpunkt,  die  Länge  PQz=  q  den  Krüm- 
iQungshalbmesser.  Sind  nun/p^^,  (>y,  Q,  die  Winkel,  welche  p  mit 
den  Coordinatenachsen  bilde^so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

'0  i"  X  =  QCOSQx^      1?  *—  2^  =  (>  cos  ^y ,      t  —  Z  =  QCOSQs, 

ferner  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen, 

cos  %^x  cos  Qx   +  cos  d'y  COS  Qy   +  COS  d'g  COS  Qg  =  0  , 

oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Gosinuswerthe  aus  6)  und  7) 
8)  Xa-x)  +  Y(ri-y)  +  Z{l-£)  =  0. 

Zur  Bestimmung  von  |,  ^,  £  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Eiümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  hegt,  dass  also  S,  i?,  f  den  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genügen  müssen ;  hieraus  findet  man 

SehlOmilch,  Analytia.  8 
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.        ^^     Ydz^Zdy 

,  Zdx  —  Xdz     ^  , 

9)  [     n-y^  x^  +  r^  +  z^  ^^ ' 

Xdy  -  Tdx 

^  X'-«  +  r«  +  z^     ' 

Für  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  erhält  man 

und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

,^,  V{Ydz-Zdyy  +  {Zdx^Xdzy^{Xdy^Td^^  ,  , 

10)  p  = X2  +  r«  +  z* ^^* 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  entwickeln  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
Z2  (dy'^  +  dz*^)  4-  r«  {dz'^  +  da;»)  +  Z«  (dx'^  +  e?^^) 
—  2(Zrda?e?2/  4-  ZXdzdx  -\-  YZdydz) 
und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X*,  F*,  Z^  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in 

(X^  +.  r»  4-  Z2)ds«  —  (X(ia?  +  r(2y  +  Zdzy,      " 

und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  Z,  Z.     Damit  verwandelt  sich   die  Formel 

10)  in  die  folgende 

11)  9  =  ^/ 

Femer  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

X2  +  r«  +  Z2  =  i(d^xy  +  (d^yy  +  (d^zy  —  (du)?]ds^, 

und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

ds^ 

^  ~V(d'^xy  +  id'^yY  +  {d^zy  —  (dny 

diese  ist  wieder  einerlei  mit 


12)     9  =  — 

.  /  Pdf)!" 

I  +  L-^r-J  + 

wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  finden 
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wird.     Endlich  kann   man  die  Formeln  9)   durch  die  folgenden  er- 
setzen 

13)   |-^  =  p.-^_,^-y  =  p2__,e-.,=  p^-j_. 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

mungshalbmesser  als  der  Grenzwei-th  des  Verhältnisses  --7-    angese- 

hen  wird,  wenn  zir  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  P  und  P^  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchführen,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist.  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  r^ ,  r^,  T«,  deren 
Cosinus  an  die  Gleichiug 

14)  (cösO»  +  (costyy  +  (Cö8r,)2  =  1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  P^  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

COStx  +  dcOStg,  COSXy  4"  ^costy^  costg  -\-  jJcostt 
bezeichnet    werden   können;    für    dieselben    gilt    die   entsprechende 
Gleichung 

15)  (cosrx  +  -^cosr^)2  -f-  {costy-\-Jcost^^  +  {costg'\-dcosx,!)'^=l. 
Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  z/r,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

cosz/r  =  cos  Xx  (cos  tg-\-  /Jcos  r^)  -\-  cos  Xy  (cos  Xy  -\-  ^cos  Xy) 

-(-  cos  Xg  (cos  Xg-\-  zJ  cos  Xt). 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1— cos  z/r)  =  (dcosXxY  +  (dcosXyY  +  (^cosxS)^, 

woraus  folgt 

2sm|z/r  =  V (z/cösr,)2  -f  (JcosXyY  +  (Jcosx^y. 

Femer  ist,  wena  der  Bogen  PP^  mit  z/s  bezeichnet  wird, 

ds  sin\/^x  Js 

z/r  |z/r       2sin\/^x 

ond  nach  dem  Vorigen 
^s        smiz/r  1 

^ ^B.«^  -     * .  -  A 


^t  }z/r 


*\  / /z/ cos  r,\«   .    /z/ cos  r„\«   ,    /z/ cos  r A  « 


8* 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  ^s  und  z/r  über, 
80  erhalten  wir  linker  Hand 

_ .     z/s         ds 
z/r         dt 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  da- 
mit gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

\/  /d  cos  r A  3   ,    /d  cos  r„\  »   .    /d  cos  t^V 

V  \-dr)  +  [-^)  +  [-dr) 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  Txj  cosXp^  cosXg  (Nro.  6 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  Identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krummungsmittel- 
punktes  sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemein, 
welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sein  möge;  sie  vereinfachen 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  x^y^  z^s  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizontal- 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Yariabele, 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eben 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  x^  folglich  d^x  '=^  0 ;  un- 
ter Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

iL  =  y'  =  ^,'(x) ,     ^  =  y"  =  9"(^) ".  8-  w. 

erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 

17)  Q  =  V        (1  +  y''  -T^ 


^  —  X  =  —  Q' 


y'y"  4-  e'e" 


(1  +  y'^  +  z'^y 

18)        (    V  —  y==  Q 


_  ,,  y"  -  iy'o"  -  y""')"' 


(1  +  y'*  +  z'^y 
,\     ^        ^^      (1  +  y'^  +  ^'=)-^ 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werthe 
von  2/,  y',  y"  ^  üi  ^'»  ^"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  a?,  f,  t^,  J; 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zwischen 
I,  ij}  £  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri- 
schen Ort  der  Krümmungsmittelpunkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  S 
als  unabhängige  Yariabele,  mithin  a;,  y,  <e^  als  Functionen  von  8  an- 
sieht ;  es  ist  dann  d'^  s  '=^  ^  und 
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1 


m  Q  = 


IL  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ehene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Krümmnngskreises,  die  sogenannte  Krümmungsebene;  ihre  Glei- 
chung ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

Xa-x)  4-  Tir,-3,)  +  Z{t-z)  =  0. 
Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Krüm- 
mangsebenen  bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln ,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
Richtungswinkel  d'jg,  d'p,  d",  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

die  zweite  Grepzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
durch  cos  d'^g  -\-  Jcos  ^x »  cos  %'y-\'  ^  cos  '9'y ,  cos  ^g-\-  J  cos  0*,  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 

{m^x-\-/l  cos^:,y  ^{cos%^y-^r^  cos%'yf-\-icos%':,-}-  Jcos%zf=l\ 
endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  z/o, 
dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird: 
mJci  =  cos%'x{cos%^a:  -|-  /icos^x)  +  cos^y{cos^y  +  jdcosd'y) 

-\-   COSd'g{cOSd'g   -f-  ^OOSd'g). 

Subti-ahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

2(1  — cos  ^0))  =  (zJcosd'^y  +  (Jcosd'y^  +  (^cosd'^y,     ■ 

25mi^c}  =  V"  (Jcosd'xy  +  (Jcosd'yy  +  (Jcosd'^y. 
Femer  ist 

^&  sin\/i(a  ^Js 

^    M®     *  W/^cosd'xY       /^cosd'y\\.    /^cosd-^Y 
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heim  Uebei'gauge  zur  Grenze  für  T^nBchwindende  ^s  and  ^a  wird 
I/im  — 2 —    —  =  -; —  und   diese  Grösse  nemit  man  den  HalbmeBser 

der  aweiteu  Krümmung  oder  den  Torsionskalbmesser;  er 
liegt  fteukrecht  aum  Krümmangshalbmessrnr  imd  bestimmt  sich  dorch 
die  Formel 

21)  O,    r=   ^      . 

V  v-äi-;  +  K-dT-)  +  y-dT') 

Diifereuairt  man  cos^xy  cvsd'y,  cosd'gy  indem  man  ihre  Wertho 
auM  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22;  U=YdZ^ZdY,  V^ZdX—XdZ,  W=XdT—YdX, 

1?^  =  X^  +  Y^  ^  Z^ 

oiufUhrt,  Bo  findet  man  leicht 

,     ^       VZ—WY   ,     ^       WX-^JTZ  ^     ^      uY—rx 

dcoHf^;,^:^ ^ ,  dcosd^,  = ^^5 ,  dcoß^,  = — , 

_  (i/*_f  v^  +  w^)  jx^  +  r»  +  ZQ  -  (ux  +  VY+  wz)\ 
~  "  Ä«  ' 

ssufolge  dw  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  CrX+  Fr+  WZ=0, 

mithin  ^ 

ü^  A^  jn  4-  W^ 

23)  Ol  =     . 

V  ü-i  +  V^  +  TT» 

Um  l/*  F,  >K  weiter  au  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 
dX  =  di^d^M  —  d0d^y,  dY=dssd^x  —  dxd'^, 

dZ  =  dxd^y  —  dyd^x^ 
und  leiten  hieraus    U^  F,  TF  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  Ab- 
kürzung Hetzen 
2i)     S  =  {d'^xd^y  —  d'y^^a:)^^  +  {d'^zd^x  —  d^xd'^sjdy 

+  {d^yd^z  —  e?'^£fc?3y)(ix; 
wir  erhalten 

U=Sdx,     Y=ady,     W=8dz, 

V  17»  4-  F*  +  TF«  =  iS/^i2"+"^^5"ir^  =  Sd«, 
mithin  naph  Nro.  23) 

aft^  n  _  X«  +  r»  +  z» 
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Wenn  für  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichung  S  -^=  0  be- 
steht, so  ist  (>i  =  00  ,  d.  h.  je  zwei  auf  einander  folgende  Krüramungs* 
ebenen  fallen  zusammen.  Die  Gleichung  8  =  0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus ,  unter  welcher  eine  im  Räume  liegende 
Curve  eben  ist. 


§.  27. 
Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Fol  n^ 

oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  g  =  fix ,  y) 

gegeben  sein,   jedenfalls   enthält    sie   zwei   unabhängige   Variabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM-=x 
und  MN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  NP=Z  von 
X  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
X  um  MMx  =zNN'i=^x 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  des^er,  welche 
durch  ^  Zx  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  y,  nämlich 
^^2  =  ^Vi  2U  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung des;er,  die /^-e^y  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Punkte  P,  Pj ,  Pj ,  deren  Coordinaten  sind 

^>  y,  si\    X  -\-  Jx,  y,  z  +  ^Z:g\    X,  y  +  ^y,  z  +  ^Zy, 
legen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 
3)  5  =  ^1  +  Bn  +  0; 

die  Coefficienten   A^  By  G  müssen  dann  folgende  Bedingungen   er- 
füllen 
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4)  £;  =  Ax  -\-  By  '\-  C, 

z  +  ^z^  =  A{x  +  -^x)  +  By  -{-  G, 
z  +  ^Zy  =  Ax  ■\-  B(iß  +  Jy)  +  0. 

Hieraus  erhält  man  leicht 

^x  Jy  fdx  /Hy 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  F\  P2 

Bei  verschwindenden  /Ix  und  ^y  fallen  die  Punkte  P,  Pi ,  P2 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene, 

die  partiellen  Differenzenquotienten         "  und  ——-  gehen  in  die  par- 

tiellen  Differentialquotienten  -^ —  und  -^  über,  und  daher  ergiebt 
sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

DasB  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
Kührungsebene  heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und  x  -\-  zJx^ 
y  -\-  ^y^  z  -{-  ^z  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  ^x^  z/y,  ^ z  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  ^  x  als 
^y  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  des 

z  berechnet;   es  ist  daher  -7— ,  mithin  auch  -^  eine  ganz  beliebige 

^»  X  ctx 

Grösse  g  und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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gente  des  Winkels  zwischen  der  rr- Achse  und  der  Horizoiitalprojec- 
tion  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

,  dz    ,      ,    dm    ,         dz  dz     ,     de 

ox  oy  dx  ox         oy 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xyz  gelegten 
Tangente  • 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  a?- Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  von  0®  bis  3G0'^  gehen,  mithin  q  alle 
Werthe  von  —  oo  bis  -|-  ^  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
Punkt  xyz  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  jener  Tangenten  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
q  aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten St^Uungs Winkel  der  Ebene),  mögen  r^.,  Vy,  Vg  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 

dz_ 

dx 
cosv^  =  — 


V(lf)'+(U)'+ 

6)  (         C08V.  = ^ 


V(u;+fei  + 


dy) 


cosv,=^  + 


V(B<¥^  + 


dy/ 


Eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
errichtete  Senki'echte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt •,  ihre 
Richtungswinkel  sind  identisch  mit  r^^,  r^,  Vg  und  daher  durch  die 
Formeln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
xyz  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Hegeln 
leicht  aufzustellen;  man  findet 

7)       |_,  =  -|J(5-^),     ,,-2,  =  -|l(e-^). 
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wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  Ebenen  xe  und  yz  projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiellen 
Differontialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

dz  dx  dz  dy 


dx            ^           ^y  ~  ^ 

dz  dz 

Im   letzteren   Falle    nimmt  die  Gleichung  der  Beruhrungsebene  fol- 
gende symmetrische  Gestalt  an 


-     •      81"  ,j.       .    ,     dF  ,         ^    ,     dF  ,^       , 

=  0. 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

«     --vo'H^j^m'- 

so  erhält  man  aus  Nro.  6) 

dF                        dF 

dF 

dx                          dy 

10)           COSVg,                       ,       COSVy          — -^,       COSVg 

dz 

jsr 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

^                               dF             dF             dF 

dx  dy  dz 

Passende  Beispiele  für  alle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  z  =  Äx^  -\-  By^  sind,  «wird  man  sich  der  For- 
meln 5),  6)  und  7)  bedienen;  bei  den  centralen  Flächen,  deren  Glei- 
chungen in  dem  Schema  Ax^  -\-  By'^  -\-  Cz^  -j-  D  =  Q  enthalten 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  1 1)  bequemer,  weil  man 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  EUipsoid  z.B.| 
dessen  Gleichung 

X^  1/2  jg2 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 
oder 
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woraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Berührungsebene  von  den 
Coordmatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  —  ,  — und  — sind. 


§.  28. 

Die  Krümmung  der  Fläohen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xy£f  mögen  sein 
1)  1^  X  ^  p(t  —  z)  =  0  und  ti  —  y  +  2(5-^)  =  0, 
wobei  wir  zur  Abkürzung 

gesetzt  haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «H-zJ^j +  rg=i; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
chung 3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  r^  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(Y  —  f^P—ßo)  S  +  «a?  +  /32/  +  (f^P  +  ßo)  ^  =  If 
ond  diese  Gleichung  kann  für  jedes  ^  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =  ap  +  ßq, 

5)  ax  -\-  ßy  +  y^i  =  1 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
Bchnitt  nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  ar,  y,  js  für  |,  iy,  5  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  js  =/(a;,  y)  einmal  ^,  das  andere  Mal  y 
eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
hängige Variabele  angesehen,  nach  Formel  17)  in  §.  26. 
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(>2  —  {dx^^^dy^'-^dz'^y  *       ' 

ferner  durch   Differentiation   der  Gleichmigen   der  Fläche  und   der 
Ebene: 

,  dz  j      .     dz    .  ,       .        , 

rt^  =  ^  da?  +  —  d?/  —pdx  +  qdy, 

adx-\-ßdy-\-ydz  =  0, 
und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d^z  =  rdx^  -f  2s  dx  dy  +  tdy^  +  qd'^y, 
ßd'^y  +  yd^z  =  0, 
wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

^  dx^'    ^  —  dxdy'    ^  ~W' 

Aus    den    obigen    Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  a  +  PY        dz        pß  —  qa 

dx  ß  -\-  qy        dx  ß  -\-  qy 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

»>        '+-f+'(S)'=* 

so  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d^y  _  My  d^z  _      Mß 

^  ~~       ß  +  qy'     Jx^~ß  +  qy^ 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

dx^  +  dy^  +  dz^  _  (ß  +  gy)^  +  («  +  py)^  +  (pß  —  qcc)^ 

dx^  ~  (ß  +  qy)^ 

wobei  sich   der   Zähler    mit  Rücksicht  auf  y  =  pa  -\~  qß  in  die 
Form  bringen  lässt: 

=  (««  +  /3»  +  y«)(l  +i>'  +  g2)  — aV— /5*2'-'  — 2a/Jj>2-|-y» 
=  (a«  +  /3*  +  y*)(l  +i)2  +  ä*); 

demnach  ist  also 

dx^  +  dy'^  +  dz^  _  («2  +  ß^  -\-  y^)N^ 

^^  dx''  ~         tß  +  yqy         ' 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

10)  N^  =  1  +  p^  +  q^. 
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Man  hat  nun  weiter 
dyd^z  —  dzd^y  _  —  /3 («  +  yj?)  +  y (j? |3  — g «)     aM 

dx^         ~  (ß  +  vay  ~    ß  +  va 

und  zufolge  der  ohen  hestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 
y  und  x: 

/dyd^x_—dzd^Y  I    teV -\-  f—Y—  («^  +  ß"^  +  r') M' 

Mittelst  dieses  Wertbes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tution erhält  man  für  die  Erümmimg  des  Normalschnittes: 

1     _         M{ß  +  yqy 

^  Q         N^a^  +  ß^  +  r') 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -\-  yq.  aus  9)  und  11): 

1__ Mdx^ 

^^^  Q    ~  N(dx^  +  dy^  +  dz'^y 

dy 
Bezeichnet  man -;^  kurz   mity',  setzt   für  dz   seinen    Werth 

dx 

pdx  -\-  qdy  =r  (p  -(-  qy')dXt  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  +  ^sy'  -\-  ty'^i  so  hat  man  noch 

J^  _  r  +  2  8y'  +  ty'-^ 

^^^  9  ~  N\l  +t/"^  +  (i>  +  qy'Y] 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differentialquotienten  j> ,  g,  r,  s,  t  von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 
a,  ß^  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nm*  y*  enthält  a,  /3,  y;  denn  es  ist 

f g  +  yj?_        g4-(«j?4-/3g)j?  _  _      +1>  +^i^g 

und  es  hängt  demnach  y' ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 

Bcbnittes,  von  dem  Verhältnisse  -^  ab.      Aendert  man   dieses  fort- 

a 

während,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhalten  y*  und  —  andere  Werthe  und   man  kann 

9 
demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y*   ansehen.     Nach  dem 

Theoreme  in  §•  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Diffcrential- 
qnotient  d{ — )'^y'   positiv  bleibt,    und  sie   nimmt  ab,  so  lange 
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er  negativ  ist;   ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dei 
Falle  statt,  wo 


(t) 


d 


=  0 


wird;  durch  Ausführung  dieser  Differentiation  erhalt  man  als  Bediu 
gung  dafür  • 

14)  Qis  +  ty')  =  N[i,'  +  (p  +  qt,')q]. 

Eliminirt  man  (>  aus  dieser  und  der  Krümmungsgleichung,  a 
folgt 

8-\-ty'  i?2  +  (l+3^)y' 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  gieht  nun  diejenigen  Wertb 

von  «',   mithin   auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  — ,  für  welch 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Kräne 
mung  stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dahei  nur,  dass  die  Differer 
tialquotienten  j) ,  g,  r,  s,  t  in  dem  Punkte  xyz  endliche  hestimmt 
Werthe  hahen,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wi 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Ex:i 
stenz  von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  ma- 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  inder 
man  den  Punkt  xye  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  d£ 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.  Es  istia 
diesem  Falle  x  ==  y  =  z  =  0 ,  ferner  constant  g  =  0;  die  Glei 
chung  der  Tangentialebene  wird  j)|  +  qr^  =  0  und  diese  kann  fö: 
alle  Yi  und  t  i^ur  bestehen,  wenn  ^  =  g  =  0  ist.  Die  Gleichung  15, 
verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  y=j5  (an  c 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Cooi 
dinatonebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

^   ~  'dx~  • 
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mitliin  gtatt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

r  —  t 
tanl^di  A tanca  —  1  =  0, 

8 

deren  Wurzeln  tanOi  nnd'tonG}2  lieissen  mögen ;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

t  —  r 

tan  Ol  -|-  tan  Oj  = ,    tan  ©i  tan  co^  =z  —  1 , 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (oji  —  «2)  =  0  ist. 
Daraus  folgt  Oj  —  ^2  =+13^,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Haaptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
iDuogshalhmesser  seihst  sind;  sie  ergieht  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  ^,  sondern  y*  eliminirt,  wohei  zur 
Abkürzung 

gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  (jleichungen  sind  dann 

A  (r  +  2  sy'  +  <y")  =  1  4-  y"  +  (l>  +  3  v')' 
A(s+</)   =  PS +  (1+3^)3/', 
Wid  wemi  man  y*  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
80  erhält  man  zunächst : 

A[r(l  +  g2_A02  4.2s(l  +  g2  — AO(As--l)g)  +  K^s— i^Q^)^] 
=  (l+l>0(l  +  3*-A0-^  +  2i)(Z(l+S'-^0(As-i?3) 

+  (l  +  g2)(As-pg)S 

oder  durch  Reduction  auf  Null: 
(1  +  2»  — A0[(l+l>2—Ar)(l+32_A0  — (jpg-As)2]  ^0. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  y',  nämlich  • 

nnendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 

werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.     Es 

n»U88  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 

bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A : 

(r<-s2)A2-.[r(l  +  g2)_  2pqs  +  t(l  +p^)]  X  +  l+p^  +  q^  =  0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  k  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (rt'^8^)Q^  —  [(l  +  q^)r-'2pqs+(l+p^)t]NQ  +  N^  =  0. 
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Nennen  wir  Qi  und  Q^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Erüjnmungshalbmes&er  im 
Punkte  xy/s  die  Beziehungen  statt: 

17)  ,.  +  ,.  =  (l  +  .^)r-,^2^.s  +  (l+^0^^^ 

18)  Qi  p«  = 


Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  Oi  und  G}^  die  Werthe 
Ol  ==  0  und  (»2  =  5  JP  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

tan  (Ol  4-  tancon  = 

8 

^ f 

wird  jetzt  oo  = und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  8  =  0  sein 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.  Die 
Formel  13)  wird 

J_  _  r  +  ty'i 

oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  ^bene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
Bchniites  (^i)  bezeichnet: 

—  =  rco8'^v  4-  tsin^v. 
Q 

Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =  ijr,  also 

—  =  r  —  =  t 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

1          cos^v    .     8in^v 
19)  —  = 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  V 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall,  in  welchem  man 
den  x^  y^  B  solche  Werthe  ertheilt,  dass 


20) 
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14.^2       pq        14.32 


r  8  t 

wird;  es  ist  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

woraus  man  leicht  findet: 

1  +  1^2  +  32  =  jv-^  =_p232  ^^^=^'- 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 
welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt.     Aus  Nro.  19)  erkennt   man  weiter,   dass  jeder  Normal- 

ßchnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmunff  —  =  —   besitzt: 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Kreispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  x^  y,  e. 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
aus  Nro.  1 9)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche  Nor- 
malschnitte des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Baumes  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  Qi  und  Q2  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Gurve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  d«n  obigen  zwei  Gattungen   von  Flächen,    welche  die 
Kamen  der  concav-concaven  und  der  convex-concaven  Flächen  führen, 

Sehlömllch,  Aualysis.  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  einen 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flachen,  an  denen  der 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.  h. 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  die 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini- 
gen Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge- 
nannten Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nicht 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden. 

Nennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  fiir  diese 

Q1Q2 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als  analytisches  Kennzeichen 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  18)  rf  —  s*  =  0,  oder: 

02^      d^ß 


Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  geo- 
metrisch von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzun- 
gen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§.  29. 
Einhüllende  Oupven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  die 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  h  und 

1)  F(x,y,h)  =  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  h  verschie- 
dene Werthe  ö ,  2  d ,  3  ö ,  4  ö  etc. ,  so  erhält  man  eine  Reihenfolge 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge- 
stalten oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  es 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  der 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wirÄ  irgend  einen  individuellen  Werth 
des  hj  und  k  -\-  d  den  nächsten  Werth  von  Ä,  sb  gelten  für  den 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  ba- 
den Gleichungen 
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oder  auch 

die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  Je  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
von  der  Form  f(x,  y,  S)  =r  0  sein.  Lassea  wir  d  gegen'  die  Null 
eonvergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander und  die  Grenzgleichung  /(a;,  y)  =  0  bestimmt  den  geome- 
trischen Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Darchschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  h  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(x,y,K)  =  0  und    ^^(^-^^  =  0. 


Fig.  32. 


I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  ÄC  =  BC  =  c  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  MN  so,  dass 
immer  GM  =^  JB.^'ist;  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  Ä  G  als  Abscissen-,  B  C 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

GM  =  BN  =  Je, 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden 


ÜJL-J. 1 


X 


+ 


y 


=  1. 


Jc^d    '    c-(k  +  Ö) 

oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafift,   die  zweite  Gleichung 
Ton  der  ersten  abzieht  und  mit  d  dividirt, 

(c  —  Je)  x-^Jey  =  Je(c  —  Je\ 

Der  zweiten  Gleichimg  kann  man  den  Werth  von  Je  entnehmen 
and  in  die  erste  substituiren;  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  lau- 
tet dann 

^j  _|_  y2  -.  2a;y  —  2caj  —  2cy  -f  c«  —  ««  =  0, 

9* 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  Ge- 
raden liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  Jf  und  ^jedesmal  um 
ö  fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

ajü  -|_  ^2  — .  2iBy  —  2ca?  —  2cy  -f-  c»  =  0 
oder 

Dasselbe  findet  man  unmittelbar,  wenn  man  k  aus  den  Glei- 
chungen 


X 

-•  4- 


=  1     und 


--  +  ' 


=  0 


eliminirt*).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  GD  liegt,   dass  sie  von  A  G 

und  JBC  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  = -^:^yr-  ist. 

II.    In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  GD  die  Trennungs- 


Fig.  33. 


linie  zweier  durchsichtigen 
Media  von  verschiedener 
Brechbarkeit,  JPJIf  ein  Licht- 
strahl, welcher  bei  Jif  jene 
Trennungslinie  trifit  und 
nach  dem  bekannten  Gesetze 

sinNxMP 
sin  N  MF 
gebrochen  wird;  man  sucht 
die  einhüllende  Curve  aller 
gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  G   zum  Coor- 
dinatenanfang ,    den    unge- 
brochenen Strahl  CX   zur 
a;- Achse,  GD  zur  ^- Achse 
und  setzt  FC =c,  (7Jlf=Ä, 
1  —  m^  =  n%  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah- 
les MF 


•)    Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Differentiales. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  Ab- 

c 
ständen,  so  ist  d  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  (f  =  — ;  andererseits 

muss  ^y  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k  darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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mh  .    , 

y  c2  +  w2  Ä;2 

oder 

4)  mn^x^  —  (c»  +  w2P)  (3/  —  Ä)2  =  0. 

Partiell  in  Beziehung  auf  Je  differenzirt  gieht  dies 

5)  m^hx^  +  (c^  +  n^Jc^)  (y  —  k)  —  n^  (y  — ä;)2=  0; 
multiplicirt  man  dies  mit  k  und  suhtrahirt  von  dem  Producte  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sich  der  Rest  mit  y  —  Je  dividiren  und  bleibt 

c«y  +  »2P  =  0    oder     Ä  =  —  ]/  ^; 

multiplicirt  man   dagegen  Nr.  5)  mit  y — k  und  addirt  Nr.  4),  so 
kommt 


-»=f 


m^x^y 


m^x^y  —  n^(y-^ky  =  0     oder     y         -         ,r  „ 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k  addirt,  erhält  man 
als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

8, 


oder 


6)  (^f  -  (^f  =  1- 

Für  «I  >  1  charakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ellipse,  für  w  <C]  1  eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.  .In  jedem  Falle  ist  F  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts  imd  seine  Haupthalbachse  =  mc  oder  =  — ,  wenn  fi 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

in.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Perijpherien 
dim^  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achsen  der  Ellipse  GÄ  —  a,  OB  =  J)  (Fig.  34  a.  f.  S.)  zu  Coordi- 
oatenachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
miip  und  q,  sowie  mit  r  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  pg  zum 
Hittelpunkte  hat  und  durch  G  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


werden,  und  es  ist  daher  Jk  =:  — •  Bei  unendlich  wachsenden  n,  d.h. 

n 

bei  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  M,  convergirt  Jk  gegen   den 

Mymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dh  an  die  Stelle 

Ton  Jk. 
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•2 


O' 


3* 

6» 


+  ^=1. 


(x—py  4-  (y 


p'  +  e = 


g)»  =  r»; 
=  r»- 


ans  den  beiden  letzten  folgt 


8) 


x^  +  y^  —  2px  —  2qy  =  0. 


Fig.  34. 


JL 

a2 


+ 


62 


Der  ver&näerlich( 
Parameter  ist  hier  j?,  un( 
für  q  wäre  sein  Wertl 
aus  Nro.  7)  zu  substi 
toiren,  doch  bleibt  di« 
Rechnung  symmetrische! 
wenn  man  die  zwei  Glei 
chungen  7)  und  8)  mit  j 
und  q  beibehält.  Durcl 
partielle  Differentiatioi 
derselben  erhält  man 


=  0, 


^  +  ^irr  =^y 


und  nach  Elimination  von 


9) 


-4^=0. 


dp 
py        qx 

Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  q,  und  wem 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (x^  -{-y^y  =  (2a)2a;3  -f  (2hyy^ 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve;  letztere  ist  die  Fusspunktlini 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  26  construirten  Ellipse. 

IV.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Wei» 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F(x,  y,7t,  ;i)  =  0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  abe 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingungs 
gleichung 

12)  g)(x,A)  =  0 

verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  X  au 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  x  zi 
differenziren ;    man    kann  aber  auch  den  umgekehi^ten  Weg  gehet 
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wenn  man  die  Aenderung  beachtet,  welche  l  in  Folge  der  Aenderang 
voa  X  erleidet.     Aus  Nro.  1 1)  folgt  nämlich 

d7C  '^  dk  '  du  ~    • 
andererseits  ist  nach  Nro.  12) 

dcp 
dl  dx 


dx  ,d^  ' 

nnd  wenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  so  erhält 
man 

dF  dF 

13)  dTC  dX 


Durch  Elimination  von  x  und  X  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)  gelangt  ii-an  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Curve, 


§.  30. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.29  angestellten  Betrachtungen  sind 
fast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
einer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird ,  welche  dadurch  entstehen, 
dass  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y,  ^,  x)  =  0 
der  Gonstanten  x   stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
Megt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  F{x,y,z,*)  =  0    und     ^^^^' /'  ^'  ^>  ^  0 

(7X 

die  Grosse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  auf  der 
jf-Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
Abstände  des  Centrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kugelfläche 

a?*  +  «/'  +  (-8^  — x)-  =  ö«)«; 
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partiell  iu  Beziehung  auf  x  dififerenzirt  gieht  dies 

—  {b  —  x)  =  q}% 
und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

'*  +  j''  =  i^'' 

als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.  Für  g'  <][  1  ist  letztere  ein 
Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der  jer- Achse  zusammenfallt,  und 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  arcsinq  einschliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegehenen  Fläche 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedingung 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wie 
in  Nro.  lY.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichungen 

2)  F{x,  y,  g^  n^  l)  =:  0     und     ^(x,  A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 


3) 


dF 

dF 

dx 

dl 

dtp 

dtp 

dx  SA 

und  nachher  sind  x  und  A  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Endhch  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Flächen- 
gleichung drei  Teränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
liegen 

.X  \  F(a:,y,5,  X,  A,  ^)  =  0, 

^  I    <|p(x,A,^)  =  0,         *(x,A,^)  =  a 

In  diesem  Falle  sind  A  mid  fi  implicite  Functionen  von  x  und 
daher  fuhrt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 


dF 

dx 

+ 

dF 
dl 

dl 
dx 

+ 

dF 

dt* 

dx 

—  0, 

dx 

+ 

d<p 

dl 

dl 
dx 

+ 

dtp 
9f» 

dii 

dx 

0. 

dM> 

dx 

+ 

dif 
dl 

dl 
dx 

+ 

di' 

d(k 
dx 

—  0. 

• 

• 

'U  lot 

iiow  (}loit 

.'huug«u 

bestimuxeu 

dx    "^^ 

fex' 

set^* 

mau  dorou  NVvU'lhu  iu  \\\\>  \>x%i\>  l>itlWcuti«lg1^ichang  ein,   so  g9^^ 
dii)«o  Ubov  iu 
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^  d7t\dX   dii       dii    dlJ^dlXdii    8x        8x    8/**/ 


8ft       8fi    8A/  '    8A  \8ft    8x       8x    8/* 

^/89   8!/;       8(p   8* 


8iü  \8x    8A        dk    8 
und  die  Gleichung  der  einhülfenden  Fläche   ergieht  sich  nun  durch 
Elimination  von  x ,  A ,  ft  aus  den  vier  Gleichungen  4)  und  5). 

II.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur ,  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  hetrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden ,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
von  X  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache ,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 
ß)  F(x,y,g,9t,  X)  =  0, 

und  es  werde  zunächst  x  allein  um  d  geändert ;  die  neue  Gleichung 

F(x,y,  0,x+ö  ,  k)  =  0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

1)  F{x,  y,  z,  x  +  3,A)  —  F{x,y,  z,  x,  A)  _^ 

;  5  "~    ' 

charakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Wo  und  von  anderen  Dimensionen.  Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
^  A  allein  um  a  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 

8)     ^       Fix,  y,  z,  X,  A  +  £)--F(a;,  y,  z,  x,  A)  _^ 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
weichungen  6),  7),  8)  correspondiren^  in  einem  Punkte  xyz,  und 
^^  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  A  elimi- 
'^i  80  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
^chschnittspunkte ,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^x 
^  ')  und  A  immer  um  ^  A  =r  £  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
M  convergirenden  ff  und  a  folgen  die  erwähnten  Durchschnitts- 
P^'Äkte  stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Weichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

l  F(x,  y,  z,  X,  A)  =  0, 

M  8F(a?,  y,  z,  x,  A)  dF(x,  y,  z,  x,  A) 

l  dX  OK 

^^  bttden  veränderlichen  Parameter  x  und  A  eliminirt. 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Engeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraboloides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  h  die  Halbparameter  des  Paraboloides,  und  x,  A,  /i  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

wobei  noch  die  Bedingungen  zi^  erfüllen  sind: 

'*  =  ^  +  Tr     9'  =  x'  +  ^'  +  ^'-    • 

Setzt  man  die  Werthe  von  q'^  und  fi  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 

x^  +  y^  +  z^  —  2xx  —  2Ay  —  r^  +  ^\e  =  0; 

durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  X  ergiebt 
sich 

a  0 

und  durch  Elimination  Ton  x  und  X 

(x"-  -\-  y^  +  e^)a  T-  ax^  +  hy^  =  0. 
Die  einhüllende  Fläche  ist  hier   dieselbe   wie  die   Fosspunkt;- 
fläche  eines    elliptischen  Paraboloides  mit   doppelten  Parametern^)* 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  beti*achten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  fi  enthält,  welche  an  ein« 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.  Man  hat  jetzt  zwei  Gleichuag^^ 

10)  F(j?,  y,  5,  X,  A,  fi)  =  0,  9(x,  1,  fi)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  fi  eHminiren,  um  ^^ 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  D»8^ 
gen  wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  ^^ 
•uletxt  aufspart  und  berücksichtigt«  dass  fi  eine  implicite  Functi^^ 
von  X  und  k  ist  Durch  piutielle  Aenderung  von  x  erhält  nd^ 
nämlich 

mithin,   wt^un  umn  dou  Werth  von  rr^  aus  der  zweiten  Gleichung 


0  Sicht»  dtMi  >Vr(kM«r«  Aiml^iinoh«  0<H>metxie  des  Bmnmee,  3.  Aufl. 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF  dtp  _  8F   d^  _ 
dx    8ft         d(i    da 
Die  partielle  Aenderung  von  A  führt-  zu  der  aimlogeii  Gleichung 

dF  d(p  _  dF_d^  _ 
dX    8ft         9ft    dX  ' 

oeide  Differentialgleichungen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 


H) 


dx  dk  d^ 


d(p  d(p  d(p 


dx  dk  d(i 

z^ammengefasst  werden ,  und  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  aus  Nro.  10) 
lind  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  EUipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  gehen. 
Sind  a,  5,  c  die  Halbachsen  des  EUipsoides ,  x,  A,  ft  die  Coordinaten 
^es  Kugelcentrums,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
Kugelfläche 

^*  +  y'  +  ^*  —  2  Xic  —  2  A  y  —  2  ft  jcf  =  0, 

Vobei  X,  A,  (i  der  Bedingung 


en  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

a^x        h^y         c^£ 
X  A  ft 

durch  Elimination  von  x,  A,  ft  ergiebt  sich 

(xi  H-  y2  +  e^y  =  4(a2a>2  -]-  h^y^  -\-  c«xf^). 

Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
•Ö8  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.  Für  die  übrigen 
^^otralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze, 


Oap.  17. 

Die    vieldeutigen    Symbole. 

§.  31. 

Pie  Formen  g  und  oo  —  oo. 

I.     Wenn  die  Functionen  (p(x)  und  ilf(x)  für  einen  speciellen 

Werth  von  x^  etwa  für  rc  =  a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

(d(x) 
der  Quotient     .  )  (    in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  8  an,  die 

w(x) 

bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  den  wahren  Werth   dieses  Bruches 
ZU  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten      \  :    als  die  Grenze,  wel- 

eher  sich  -^-^ — ; — rr-  bei  verschwindenden  d  nähert.    Wegen  der  Vor- 

aussetzung  9>(a)  =  0  und  i^(a)  =  0  ist  nun 

<p(a-\-d)  —  q)(a) 

q)(a  +  d) y(a-|r  ^)  —  y(^) S 

^(a  +  ö)  ~  ^(a  +  Ä)  —  i^(a)  ""  ^(a  +  ö)  —T(a)' 

S 
und  hieraus  folgt  durch  üebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  d 

.  (p(d)    _  (p'(a) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x  =  a,  für  welchen  q>(x)  und 
1^(0?)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 

cp  (oi)^  cd'  (x-^ 

Quotienten     ^  .  .    und       ,        einander  gleich.     Kann  man  also 

V  (X)  W  \X) 
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den  Wertli  des  zweiten  Quotienten  ermitteln,  so  hat  man  auch  den 
des  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen. 
.  Der  Quotient 

q>  (x)   "p^  —  '^  a 

nimmt  fär  a;  =  a  die  Form  §  an ;  hier  ist 


ip'(x)  _lx    3  _  n 


i>'(x)  ~  -   -1—3 


und  da  dieser  Bruch  für  a;  =  a  den  bestimmten  Wei*th  |  a  ~  ^   erhält, 
80  ist  auch 

Für  X  =  \x  wird  der  Bruch 

(p{x)    cosx 

^(a;)         \n  —  x 

unbestimmt  =  §,  dagegen  erhält 

<p\oc)  sinx 

^'(a;)  ~      1 

in  demselben  Falle  den  bestimmten  Werth  1 ,  der  nun  auch   dem 

ertten  Bruche  zukommt. 

^>'(x) 
Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  der  neue  Quotient      ,,,  -  für 

*  ==  a  gleichfalls  verschwindet ;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
wlbe  Yerfifthren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

q){cc)   X  —  sin x 

tlf(x)  x^ 

80  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

fp'(x)  1—C08X      (p''(x) sinx       (p'"{x) cosx 

föra!=0 verschwinden  q> (x) ,  q)' (x) ,  q)"(x)  sowie  t^(a;),  i^'(a;),  ^"(a;), 
und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
onprünglichen  Bruches  =  §• 

n.  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  für  a;  =  a  gleich- 
zeitig unendlich  werden,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die 
unbestimmte  Form  oo  —  oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.     Man  setze 


142    Cap.  IV.  §.  32.  Die  Formen  -g ,  0 .  <x,  0«,  »o  und  1» . 

SO  ist  identisch 

für  X  ='a  verschwinden  Fi(x)  und /i (a;) ,  mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  J  über  und  kann  nach  der  vorigen  Regel  untersucht  werden« 
So  ist  z.  B. 

1  1       e'^—l—x 

X        e*  —  1  a;(e*— 1)  ' 

wobei  die  linke  Seite  fiir  a?  =  0  die  Form  oo  —  c»  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  =  §  wird.     Setzen  wir 

9  (oj)  =:  6^  —  1  —  a? ,     ^  (a?)  =  a?  (e*  —  1) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

q>'(x)  _  e^-~l  (p"(x)  _       1 

^'(a;)  —  xe'  +  e^  —  1  *  ^"(a;)  ~  a;  +  2' 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  =  |  • 


§.  32. 
Die  Formen  ^,  O.oo,  0",  oo^  und  1^. 

I.     Wenn  die  Functionen  f(x)  und  F(x)  für  x  =  a  gleichzei* 

fix) 
tig  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  ')-  ^ 

unter  die  unbestimmte  Form  -§,  deren  wahier  Werth  q  auf  folgende 
Weise  ermittelt  werden  kann.     Es  sei 


f(x)  ^    Fix)    ^  (p.(x)^ 
F(x)  1  i>(x)* 

fix) 
der  neue  Quotient  erbält  für  x  ■=  a  die  Form  J  und   kann   daher 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.   Dies  giebt 

F'(x) 

*'(«)  ~"  /'(?>)      ~  fix)  \.F{x)} 
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and  für  «  =  a,  wo  Jy.  '.   den  Wertli  q  annimmt, 

Die  Regel  zui'  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  §-  dieselbe 
wie  bei  der  Form  §• 

So  wii-d  z.  B.  der  Quotient 

f{x)         log  X 

T(x)         cotx 
für  a;  =  0  unbestimmt  =  §-;  sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Werthe  von 

f(x)  X  ,^smaj     . 

t,f)  (  = ; =  —.  M smx, 

F'(x)  1  X 

sin'^  X 

welcher  in  jenem  Falle  =  —  M .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

f(x)  Isinx 

¥(xj~1^ 
für  X  =  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

f'{x)   cotx  cosx 

F'(x)  ~     1      ~  8inx  ' 

X  X 

und  zwar  ist  dieser  Werth  =  1. 

II.  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  (p  (x) 
für  x  =  (i  verschwindet,  während  die  andere /(a;)  für  x  =  a  unend- 
lich wird,  so  nimmt  das  Product  q)(x)  .  f(x)  für  x  ^=  a  die  unbe- 
stimmte  Form  0  •  oo  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden.     Entweder  setzt  man 

und  hat  dann 

für  X  =  a  wird  der  Quotient  =  §  und  gestattet  die  in  §.  31  ange- 
gebene Behandlang.     Oder  man  setzt 

^  -4t  =  F(x) 

q>(x) 
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mithin  (p  (x)  .f(x)  =  ^^ ; 

der  Quotient  stellt  sich  dann  unter  die  Form  ^  und  ist  nach  I.  zu 
beurtheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechniing  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 

Zl2  — —  )  .  ton  ^^ 


(-!)■ 


2a  ' 
welches  fär  «  =  a  in  0  •  oo  übergeht,  den  Quotienten 

(p(x)  _     \         aJ 

i>(x)  ,  7tX 

cot-- — 
2a 

treten  lassen,  weil  der  Differentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein- 
fache algebraische  Function  ist;  man  erhält 

1  ÜCX 


(p'(x) 2a  — X         2a_  2a 

t'(x)  X  ^  nx  «    '  2a  — «  ' 

2a  2a 

2 

und  für  X  =  a  den  wahren  Worth  — • 

n 

l^i  dem  Producte 

tanx  •  logx  ,  für  x  =  0, 
ist  es  \ou  Vorthoil,  di«  Form 

J\x)  logx 

i\x)         cotx 

au  ^'ÄhWu,  doreu  wahn^r  Worth  Wrt^'it*  iu^Xro.!.  bestimmt  und  =0 
^uudt^u  M'Ui^loi  domwaoh  vers^chwindot  jenes  Product  gleichseitig 
mit  X, 

lll.  WoMU  oiu  Ausdruck  von  diH^  Form  L^(j)]^^*^  für  ä  =  a 
wuo  dov  \io)douti^n\  iuHJttAlt^n  0*\  a^^  l*^  annimmt,  so  beachte  man 
KUUi^ohvt  dio  uloutiaK'K^  Gloichuug 

Uud  «wt\n^«cW  das*  IVsluct   K*\<^  -  W^'^i  i*^   ^  der  wahre  Werth 
d^^«WUvn,  ÄN^  |;^^h^  du^  |fiss^^H*-«o  VN«u»ti\>4\  itt  r*  Aber. 
So  oiUaU  ».  \\   dov  Ami^U^A 
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für  X  =  0  die  Form  0®;   schreibt  man    aber    statt    desselben  die 
gleichgeltende  Exponentialgrösse 

j                 1  In'nx 

l'ßlsinx\  Ix    ß  Ix 

SO   hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Nft).  T.  untersucht  und=  1  gefunden  wurde;  der  Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  ist  also  =  c^  =  a 
Für  oj  =  0  wird  femer 

beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

tanx 


(r= 


^ —  Ix  .  tanx 

e 


und  erinnert  sich,  dass  Ix  .  tanx  für  x  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
so  erhält  man  e®  =  1  als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Potenz. 

Für  x  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

7¥X 


( 


tan 


_x\~"^' 


in  1  '^ ;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 

fi    \        af  'ii 


X 

\a 


2 
wobei  der  Exponent  für  a;  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  II.);  dem- 

nach  ergiebt  sich  ß  ^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  AusdruckB. 


SeblOmlleh,  Analjiii^  tO 


Cap.  T, 

Maxima   und   Minima. 

§.  33. 

Maxima  und  Minima  der  Ftmotionen  einer  Variabelen. 

Wenn  eine  stetige  Function  f{pc)  abwechselnd  steigt  und  fallt, 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  üebergänge  vonWachs- 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum 
statt  finden.  Bei  einem  Uebergange  der  ersten  Art,  welcher  etwa 
für  a?  =  a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functionswerth  f(a) 
grösser  als  die  Nachbar werthe  f{a  —  h)  und /(a -{- Ä),  sobald  nur 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  f{a)  ein  Maxi« 
mum  der  Function /(ä;).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  rr  r=  a  ein 
üebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist/(a)  kleiner  als  seine 
Nachbarwerthe  f  {a  —  h)  und  /(a -)- Ä),  und  dann  heisst  f{a)  ein 
Minimum  von  f{x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nich'L 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  FunctioD 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  ela.— 
treten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  L^ 
demzufolge  die  Functioii  f{x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihf« 
Derivirte  f'(x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  fip^ 
continuirlich,  so  kann  der  Üebergang  von  positiven  zu  negativö^ 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  /'(ic)  nti^ 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen ;  die  Werthe  von  a?,  wöl* 
che/(a:)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  W^*^* 
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zeln  der  Gleichong  f'(x)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Corve  parallel  zur 
Abscissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung /'(a;)  =  .0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Cntscheidung,  ob  die  gefondeneu  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

woraus  bei  verschwindenden  h  folgt 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  f\x)  =  0, 
mithin  /'  (a)  =  0  und 

ebenso,  wenn  man  —  /t  an  die  Stelle  von  h  treten  lässt, 

f(a  -  ^-  f(a) 

Ist  nun  f(a)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  %  die 
beiden  Quotienten 


^.^/j»Zl^y_IlZW  =  i^/(„). 


a^ 


^\  IX  /(o  +  ft)  -  /(q)       .      /(g  -h)-  f{a) 

'■  ^  1  positiv  sein  und  es  bleiben ,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
;l  *^^erdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jener  Quotienten  nicht 
poaüv  werden  könnte ;  hieraus  folgt 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  Ä), 
"ttÜan  ist /(a)  ein  Minimum.     Wenn  dagegen /"(a)  einen  negativen 
\  iii«^|     ^  '^^»  ®^  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  unter  Nro.  1) 
jjtifljl  •'gegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 

/(a-Ä)</(a)>/(a  +  Ä) 
tinaö^j  ^k./(a)ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
^  g.l^l  %/(o)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem /"(a)  positiv 
letn^l  ^*f  aegativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  unterer  Culmi- 
lun  /i^l  ^.*'j*8pnnkt  kann  nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  oberer  nur  auf 
jiegati^l  ^"^  concaven  Bogen  vorkommen. 

/'(^)"l  H  **  ^'^gögöböoö  C^^^ö^i^"^  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
311  if^^l  fl  V  ^^^^  =  ö  ^s*  i^^^  2-  ^'  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
aiso ^"^1   ***^**8pttnkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  musa  in  di^^^ia 
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Falle    die  höheren  Differential  quo  tienten  von  f{x)  zu  Rathe  ziehen, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

/(«  +  ;i)-/(a)-^/(a)-3^r(a)— -,.,";;Li)/^-"(«) 

_/(»)(a  +  ^/i) 
1 .  2.  3  ...n 
anwendet.     Unter  der  Voraussetzung,   dass  nicht  nur/'(a)  =  0  ist, 
sondern  auch  /"(«),  /'"(«),.  •  ./^""^^ö)  verschwinden,  mithin  /("^  (a) 
der   erste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  ist,  vereinfacht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

f(a  +  fe)  -  f{a)  ^  /(")  (a+%h)  ' 
/i«  1.2...W     • 

woraus  folgt,  wenn  7*  gegen  die  Null  convcrgirt, 

/(«  +  Ä)  -  /(«)       /'"H«) 


-Lm 


/t«  1 .  2 . . .  w 


Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden   und 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

r.w  /(«  +  fe)  -  m  _  ,     ß''Ha) 


Ä«  1.2...W' 

mithin  für  ein  positives  /("^  (a)  und  hinreichend  kleine  h 

f(a-h)<f(a)<:f(a  +  h), 
dagegen  bei  negativen  /W  («) 

/(a  -  Ä)  >  f(a)  >  /(a  +  Ä). 

Beide  Ungleichungen  stimmen  dann  überein,  dass  f(a)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gerade 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

j- ■„/(«  + /Q  - /W  ^  ■    /^»>(«) 


Ä*»  '     1.2...n' 


Ä«  '    1.2...W' 

mithin  ist  bei  positivem  f^^^  (a)  und  für  hinreichend  kleine  7i        » 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  Ä), 
d.  h. /(a)  ein  Minimum;  femer  erhält  man  bei  negativen /(")  («) 

/(a  -  h)  <  /(a)  >  /(a  -f  Ä).  < 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.     Alles  zusammen  giebt  fol- 
genden Satz: 

Ein  aus  der  Gleichung /'(a;)  =  0  bestimmter  Werth 
von  X  macht  f(x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten/"(a?),/'"(a;)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statte  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

1.  Handelt    es    sich    um    das  Maximum    oder  Minimum    der 
Function 

f(x)  =  x^  c-', 
80  entwickelt  man  erst  die  Differentialquotienten 
f(x)  —  (a  —  x)  a;«-^  e"^, 
f'(x)  =  [a(a—  1)  —  2aa;  +  aj^]  a;«-«  g-* 

u.  s.  w. 

Nun   wird  f'(x)  =  0  für  x  =  a;    dieser   Werth   giebt  /"(«) 
=  —  a*  e~^  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 

das  Maximum  der  Function  x^  e'~'. 

2.  Es  mögen  Jci ,  hi^-lcn  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
X  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

ZU  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 

f(x)  =  2[nx--(h  +h  ■^ +  W], 

f"(x)=2n; 
J*{x)  verschwindet,  wenn 

^1  +  ^  +  '  •  •  +  ^« 


X  = 


n 


d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
i8t,/"(a?)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird/(ir)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Sumu^  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  denjen 
gen  Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Gentru 
entfernt  ist  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Curve  eil 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Coordinatenanfange  die  Entfernung 


p  = 


Vi  +  y'^' 


für  die  Ellipse  iai  y  ==  —  Ya^  —  ^^  mithin 


P  = 


a2  —  h?  X  Va'^--x^ 


P  = 

oder ,  wenn  tan  CJ  kurz  njit  t  bezeichnet  wird, 

(«2  —  Z)2)  t 


Dieser  Ausdruck  vereinfacl 
sich  durch  Einführung  des  Wii 
kels  Ä  CM  =  G) ,  welcher  unt< 
dem  Namen  der  excentrischc 
Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35 
\         man    hat  nämlich  x  =  acosi 

I 

mithin 

(a2  —  52)  sin  o 


■IK 


V"a2Yan2  w  -f  6« 


P 


V(l  +  P)  (a2  ^2  _^  1)2) 
Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Variabele  und  erhalten 
dp^_  (a2  — &2)  (52 —^2^4) 

V  [h^  +  («2  +  ?>2)  fl  -j-  «2  i4]3    ' 
(a2— Z)2)^  P(öj2-(-&2)  ^2_^10a2  Ö2  ^2_[_a2  (^2  _J.|[>2)^4_2a4<6; 


c7e 
eZi2 


der  erste  Differentialquotient  verschwindet  für 

t  =  W  —    oder    tan  o  =   1/  — -  =r= , 

r     a  Y     a  a 

und  der  zweite  Differentialquotient    erhält    dadurch    den   negative 

Werth 

4a2(q_5) 

mithin  entspricht  der    obige  Werth  von  t  dem  Maximum   von  j 
Uebrigens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differe] 
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tialqu'jtienten  ersparen;  da  nämlich  für  0  =  0  und  für  o  r=  90^ 
jedesmal  j?  den  Minimalwerth  p  =  0  erreicht ,  so  muss  der  gefun- 
dene Werth  ein  Maximum  liefern. 

Behufs  der  Gonstruction  nimmt  man  AK  ^=  BC  =  h,  sucht 
zwischen  AG  =  a  und  AK  die  mittlere  Proportionale  AL,  zieht 
CJv,  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
^schneidet,  legt  durch  Meine  Parallele  zu  BC,  durch  JV  eine  Pa- 
rallele zu  AG  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
PÜ,  Bo  ist   deren  Abstand  von  G  das  Maximum  von  p .   und  zwar 


Fig.  36. 


GQ  =  a  —  h;  gleichzeitig  ist  Q 
der  Krümmungsmittelpunkt  für  P, 
P  Q  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrei- 
ses gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.  üeber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 
Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 
len; man  fragt  nach  derii  Minimum  des  Weges  AP  -{-  BP.  Für  AG 
=  a,BD  =  b,  GD  =  c,  GP  =  X,  AP  +  BP  =  s  ist 


8  = 


Va^  +  x^        +  Vb2  +  (c  — aj)2, 


X 


X 


s"  = 


Va^  +  x^ 

V(a^  +  x^y 


+ 


Vb^-\-(c'-xy 

&2 


V\P'  +  (c  -  xyy 

Aus  s'  =  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X  c  —  X 

Va^  +  x^    ~    Vh^  +  ip  —  xy  ' 
oer  aus  ihr   folgende  Werth   gehört   zu  einem  Minimum,    weil   s" 
"omer  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

cos  MPA  =  cos  NPB  d.  i.  Z.  MPA  =  Z  NPB, 
^d  hiernach  ist  die  Gonstruction  leicht,    indem  man  GA*  =  GA 
Dinimt  und  die  Gerade  AB  zieht,  welche  MN  in  P  schneidet  (Spie- 
gelungsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  Mlf  (Fig.  37 
*•  f. 8.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  ^  und  J5,  welche  mit  einem 
Punkte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  Verbunden 
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sind;  ein  Körper  bewegt  sich  auf  dieser  von  A  nach B  so,  dass  er 
der  Geraden  AP  die  constante  Geschwindigkeit  ^,  längs  PB  dio 

■pi<r,  37,  stante  Geschwindigkeit  Ä 

sitzt.  Es  soll  der  Punkt  P 


stimmt  werden,  dass  der 
per  in  der  kürzesten  Zeit  v<^^ 
nach  jB  gelangt.  ZumDurcb^ 
fen  von  AP  braucht  der  Kö*^ 

die  Zeit  ,  zum  DurcliJ 


fen    von  PB   die  Zeit 


r  - 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 


8  =  - 

9 


X 


+ 


zu    einem  Minimum   zu    machen.      Als  Bedingungsgleichung  fü^^ 
findet  man  sehr  leicht 


X 


c  —  X 


oder  geometrisch 


gVa^  +  x^         hVh^  +  (c  —  ^^ 


cosMPA        cosNPB 


h 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AP  Q 


9_ 
h 


sinBPB 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  s,  weil  s"  imnc^ 
positiv  bleibt«  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebrocl^ 
nen  Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  dttJ^' 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  m^*-* 
Vergl.  §.  29,  IL) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuch^ 
gen  über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  f  C. 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Null,  s^' 
dern  sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel  köni^^ 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Metho^ 
nicht  finden  würde.     Ist  z.  B. 

y  =fix)  =  1  -  ^{\-  xy 

mithin 


fit: 


X 
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Bo  bleibt /'(a?)  positiv  für  alle  a?  <^  1,  und  negativ  für  alle  a?  >»  1; 
cLer  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l-0)=  +  a,,/'(l+0)  =  -  00 

und  mithin  erleidet  f'{x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  =  \,     Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
^'(a:)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  -=  —  oo  bis 
oc^=z  \  und  abnimmt  von  o;  =  1  bis  a;  =  -|-  oo ,  dass  also  f{x)  für 
oc^=z  \  sein  Maximum  /(l)  =  1   erhalten  muss.      Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
3.uf  den  Berührungs Winkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
te,nx  z=f'(x)  bestimmt  wird.    Derselbe  ist  spitz  für  aJ  <  1»  wächst 
ixiit  X  gleichzeitig,  wird  =  \  Jt  für  x  =  l  und  nachher  stumpf  für 
^*?  >  i  Ä ;  an  der  Stelle  x  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
'V'an  welchOT  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen   gelten   für  alle  derartigen  Aus- 
iiahmefälle,  und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen- Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
^ass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
voizugsweis  genauer  berücksichtigt. 


§.34. 
Haxiqia  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(Xy  ^,  ;ef,  .  .  .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
*iy, ;?,  .  .,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  x  =  a,  y  =  h,  z  =  c  n.  s.  w., 
Wodurch  ^'(a,  &,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
Berthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Weiche,    welche    entstehen, 
Beim  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  Ä  bis 
^  -f  Ä,  far  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  h  —  Je  his  h  -\-  k  ii.  s.  w. 
^mmt,  wobei  Ä,  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.     Ein  sol- 
^W  hesonderer  Werth  F(a,  &,  c,  .  .  .)  der  Function  F(x,  y^  0,     .  .), 
^^«isgt  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
*^^r  als  seine  Nachbarn  ist.      Die  Aufgabe  ist  nun ,  das  System  der 
^peciellen  Werthe  a?  =  a,  1/  =  t,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  x^  y^  e^  ,  ,  . 
Vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
*iclieFmictionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  f  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  x,  y,  js  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

a?  =  9(0»  y  =  ^(f)i  «  =  %(0.  .  •  • 

setzt  und  t  sowie  die  Natur  der  Functionen  9f  ^,  %  etc.  danach 
^ählt;  so  würde  z.B.  schon  die  einfache  Annahme  x  ==  at^  y  =  ßt, 
JS  z=:  yt,  ,  ,  .  wo  cc,  ßf  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F(x,  y,  z,  »  .  .)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Variabelen  die  grössten  und  kleinsten  "Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

Fix,  y,z,...)  =  F[(p(t\  *(0,  X(0,  .  .  .] 

oder  kurz  F  iseinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten ,  so  muss 

dF 


dt 


=  0 


sein;  diese  Gleichung  wird  in  un«^rem  Falle,  wo  o?,  y^  xf,  .  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen, 

dF"    dx     ,     dF      dy  dF      dz     ^ 

^  dx      dt    ^   dy      dt    ^   dz      dt    ^ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  ^(0.»  ^(0»  >C(Oi 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

dx  f.^    dy  .        dz  ,... 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  of,  j3,  y  .  .  )  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden: 

2)  ■^--  =0,       — -  =  0,       -5—  =  0,  .  .  .  . 

^  dx  dy  dz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gldichon- 
gen  nach  x,  y,  z,  .  .  ,  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x  —  g, 
y  :=  by  z  :^=  c  etc.  ZU  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d^F 

fälirt,  dass  man  den  zweiten  Differentialquotienten entwickelt 

dt^ 
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and  nachBieht,  ob  er  durch  Substitut! ou  der  für  x,  y,  0,  ,  .  *  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung unter  der  Voraussetzung,  dass  F  eine  Function  von  nur  zwei 
unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 
dP   ~~    dx'^   \dt)  +       dx  dy    dt    dt   "^    dy^   \dtj  ' 

dx        dv 
oder  wenn  der  Quotient  -=—  :  —^  mit  q  bezeichnet  wird : 

,    dt       dt 

^  dt^         Vdx^^    ^       dxdy^^    dy^Wdt) 

Soll   dieser  zweite  DifFerentialquotient    zu   einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

;  dx^    ~    '        dxdy  ~    '        dy^   ~ 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  musrf  der  in  3)  verzeichnete 

Ausdruck,  worin  noch  die  unbestimmteM  Grössen  q  und  -^  vorkom- 

dt 

men,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist,  ob   es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

/72  TP 

zeichen  von     ,       hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 

^  dx^  ^    '^        dxdy  ^  ^    dy^ 

ab,  welcher  unter  der  Form  aq^  -{-  2 ßq  -f-  y  enthalten  ist.  Hätte 
ferner  die  quadratische  Gleichung  aq^  -\-  2 ßq  -{-  y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  aq^  -\-  2 ßq  -|-  y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  d  bis  gi  -|-  ö  durch- 
laufen Hesse,  wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend ,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginärö  Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  ay  <^  0  sei.  Die  Bedingung 
far  die  Unveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
in  der  Ungleichung 


<0, 


^  \dx  dyj  dx^  '    dy'^ 

de  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich  statt- 
ünden.     Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

d'^F       ^    d'F 
•^-^  und  -^—■ 

(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundt  nen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  di< 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Di 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  seir 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  g  =  0  setzen,  ohn< 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^         odei 

d^F 

— ;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 


dy 


dF  dF 

Die  aus  den  Gleichungen  -:r —  =  0  und  -7: —  =  0  abff© 

ox  dy 

leiteten  Werthe    von    x  und  y  müssen  zunächst   de 

Bedingung 


( 


2i2F  Y  ^  d^F      d^F 
dx  dy)   ""  "8^2       dy^  ^  ^ 


genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  d& 
Function  F(Xf  y),  je  nachdem  sie  die  DifferentiaJ 
quotienten 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  al^ 

d^F 

für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zwei^ 

dt'^ 

Difierentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  tm 
die  höheren  Diflferentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständlich:: 
Rechnungen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickele 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  har^ 
de^t.  Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natr^ 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ei 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  d^ 
Quadratsumme 
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nx,y)  =  (aiX-\-hiy  —  hy  +  (aiX  +  hy  —  hy  + 

+  (ö«ic  +  &n2/  — Ä„)2 

zu  bestimmen,  wobei  alle  a,  h  und  Je  als  gegebene  Consianten  vor- 
ausgesetzt werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeicli- 
Duiig  ein 

«I  ^    +    «J^i    + +    Cl„hn    •=    Sabi 

^i         +   «I         + +    «n         ^■--   Saa, 

^!         +^!         +••••    +    ^«  =    '^66, 

u.  s.  w. 


ßo  erhalten  wir 


dF 

dF 


=  2(SbaC0  +Sbby—Sbk), 


dy 

d^F  d^F 

g^  =  2  Saa  ,    g^  =  2  Sbb, 

d'^F    

^       2  bab* 

X  oy 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Miui- 
"^^niB;  letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

$aa^   +    SabV  =  Sa*, 
Sba^  +   Sbbt/  =  Sbk 

®rfällt  sind,  wozu  die  Werthe  gehören 

Sbb    »   Sak  —   Sab   *   Sbk 

Saa  '  Sbb    —  (Saby 
Sqq  »   Sbk    —   Sab   »   Sak    ^ 

Sqq    .    Sbb     (Sqby 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinern,  dass  man  eine 
"^ebige  Anzahl  von  Variabelen  x,  y,  z^  etc.  voraussetzt  und  das 
'Cöimum  von 

F(x,  y,  g, ) 

"^(«laJ+^jy+^i^-l hy  +  ip^i^  +  hy^-CiZ-] hy-^T'" 

+  (anX-)r'bny'\-CnZ'\ KV 

^ßflangt.     Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
^^enden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 
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SaaX   +;   SabP   +    Sac  ^   + =  Sa*, 

SöaX   +   Sbby   +   Stc^     +   "  '  '=  Sbk, 
ScaX  +   SchV   +    Sce^f    +''•'  =  Sek, 

deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Variabelen  a;,  y,  e 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  x^  y,  z  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht ,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in's  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 


*)  Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  Bei- 
spiel« in  §.  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x  durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  A;^,  /^2,  •  •  .  A;»  die  verschiedenen  Werthe  bezeich- 
nen, welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  k-^^  k^^  ...  kn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  a;,  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  derv  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  k^^  x  —  ^2,  .  .  .  x  —  kn  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  83  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  Ä:i,  Ä;2,  .  •  .  kn  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  a, 
6,  Ä;  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ax-^hy=zk  verbunden,  so 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Dage- 
gen ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge,  der  Beob- 
achtungsfehlcr  nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

a^x-^r  h^y  —  kiy  a^x '\-\y  —  k^^ . , ,  ünX -\-hny  —  kn 
diffcriren  daher  von  der  Null  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
BchGinlichsten  Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehlcrquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vormöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  obe»n  gezeigt  wurde,  immer 
Boviol  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.   In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

Fig.  38.  ^a!  M  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 

,  .--"'.''''  /  Entfernungen  ÄM=u,  JBM=v,  CM=fff 

tv -T^*    y'       ;  ein  Minimum   werde.      Bezeichnen  wir  die 

^     /i^LNv       ''  Seiten  BC,  CA,  AB  der  Eeihe  nach  mit  a, 

iA^'r^^l^^'  ^»  ^  ^^^  ^®  Gegenwinkel  mit  a,  ß,  y,  so 

\  /  haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 

\    \        /  nungen 
\  \    /  s  =  u  -\-  V  4-  w 

Cfv'  oder,  wenn  Z.  BAM  =  6  gesetzt  wird, 

« =  tt  -f  yc^+u^-'2cucosd  +  V52  j. ^2 _ 2 5m cos(a  —  ü) 

und  hierbei  sind  w,  ö  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Dififerentiation 

8«  _^     ^^ u  —  ccosd u  —  hcos(a  —  0) 

^"  "~  Vc^  +  u^  —  2cucosd        Vh^+u^  —  2hucos(a—üy 

8£ cusind b  u  sin  (a  —  0) 

^^      Yc^  +  t*2  —  2cucosd  V^52_[_^2_25ttCös(a  — ö)' 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosd  —  u       'bcos(a  —  0)  —  u 


V  w 

c  sin  0        h  sin  (a  —  Ö) 


=  0. 


V  w 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 
mBMA*  +  cos  GMA!  =  1,    sin  BMA!  —  sin  CMA!  =  0; 
ans  der  zweiten  Gleichung   folgt  Z.  BMA!  =  Z.  CMA',  nachher 
aus  der  ersten 

mBMA'  ~  cos  CMA'  =  ^    ^  BMA'  =  Z  CMA'  =  60», 

Z  BMC  z=  1200. 

Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  =r  V  und  Z  CBM  =  ri  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  und  w  durch  v  und  rj  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z  CMA  ==  120<>.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMC,  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120^  be- 
schrieben werden  können.  Eine  andere  Construction  von  M  besteht 
darin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABC\  BGA\  CAB'  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA\  BB\  CC  zieht;  letztere  schneiden  sicli 
im  Punkte  M. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  -\-  v  -{-  w   !>©- 
liebig  gross  gemacht  werden ,   wenn  man  den  Punkt  M  weit  genvig 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABC  entfernt,  während  dagegen    8 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.      Der  gefundene  Punkt  M  muss 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen. 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, %"  4"  ^"  +  ^"  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABC  und  w^  _|_  ^2  _|_  f(j2  ein  Minimum  ist. 

3.    Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

I     y  =  Bix  +  hl,   e  =  Gix  +  Cu 

i     y  =  B2X  -\-  1)2,    £1  =  C2X  -\-  C2. 
Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  yi  0\ ,  a^^'- 
aer  zweiten  einen  Punkt  X2  y^  z^  einstweilen  beliebig  an,   so  ist  di^ 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V  (^i  --  rr2)2  +  (^i  -  2/2)2  4.  (zi  -  z^r-, 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadra^^»^ 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  un^ 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(Xi  —  x^y  +  (j^fi  —  y^y  +  (^1—^2)' 
zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 

F{xi ,  X2)  —  (xx  —  iCa)^  -f-  (-Bi  Ä?i  —  B-i  iC2  +  2>i  —  ^2)* 

+  (Ol  ^\  —  C2  arg  +  Ci  —  C2)* 
annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  Xi 
und  Xi  darstellt.     Man  hat  nun 


\-^        =-(l+£lJS2+C,C2)Xx  +  (1+51+0*)«, 


+  (6,-62)5, +(ci-c,)  Ol 

8% 

-(bi-l»i)-B2— (ci-e*)Ci 

8*J' 

1^       =2(l+5.*+CiO 

^'^     =-2(l+Bi5,  +  CCi) 


^       =2(1+£|+CD. 
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Setzt  man  die  ersten  Differentialqnotientcn  der  Null  gleich,  so 
:-}3ä]t  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
ck^x^;  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

4CH--B1  J?2  +  0,  C,y  -  (1  +  B^  +  G^  (1  +  Bi+  Gf)  <  0 
öd        g' sowie         >^    positiv  ist.     Aus  Xi  und  x^  erhält  man  mit- 

0  2|  0  Xa 

ölst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  yi,  Zi  und  2/2»  ^2» 
Lach  Substitution  der  Werthe  von  X\ ,  X2 1  ^j «  ^2 «  ^1   ^i^d  ^er^   giebt 
inn  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Geraden.    Uebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
\iifgabe,   dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und   man  hätte  sich 
daher  die  f^niwickelung    der    zweiten  Differentialquotienten  von  F 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  35. 
ICaxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

[  Die  Werthe,    durch  welche   eine  gegebene  Function   mehrerer 

Variabelen  zu  einem  Maximum    oder  Minimum    werden   soll ,   sind 

naufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 

I     Gleichungen  ausgedrückt  werden.    Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 

!     feung  eines  Punktes  aßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

^rr  +  J9y  +  Gier  +  D  =  0 

sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xyz  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Verthe  von  a;,  y  und  z  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
^38  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaifung  der  abhän- 
gigen Variabelen ;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  (p  (x,  y,  z) 
^0  gegeben,  so  kann  man  sie  nach  z  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  z  in  die  Function  F{x^  y,  z)^  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren ;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen g?  (a;,  y%  z)  '=^  0  und  ^  (a;,  y,  £f)  =  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  z  durch  x  ausdrücken  und  wenn  mati  d\^"6kÄ 

Schlömllch,  Analysi«.  J,  \\ 
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Wertbe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F(x,  ff,  e)  nur  n 
eine  unabhängige  Yariabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  ni 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in  solcl 
Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  d 
man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Bedingun 
gleichungen,  sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Yai 
belen  aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingung 
eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F(x,  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  r 
dabei  die  Bedingung  tp(x,  y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  e 

dF 

unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  -^ —  = 

dx 

sein ;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhäng 

Variabele  y  enthält, 

dF         dF      dy  ^^^ 

dx  dy       dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  ai 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 

dx         dy      dx  ' 

die  Elimination  von  -p-  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebl 

dF     dq)         dF     d(p 

dx      dy         dy      dx  ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  q)(x,  y)  - 
verbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Uubekani 
X  und  y . 

Bei  drei  Variabelen  x,  y,  z  und  zwei  Bedingungsgleichun^ 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  ^(a?,  y,  z)  gesucht  w 
während  zugleich 

9(^.  y^  ^)  =  0  und  if(Xj  y,  z)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Variabele  x  vorhanden,  von  ^ 

dF 
eher  y  und  z  abhängen.      Die  Gleichung  -- —  =  0  lautet  dann 

dx 

dF  dF      dy  dF      dz 

dx    ^    dy       dx   '^    dz    '17~^ 

und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 
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8«    "^    8y    ■  d«    "^    »jr     "  dx 

^♦_       ^*_    ^       _ai^     dir   _ 
dx    ^    d^    '  dx    ^    dß    '  dx  ~ 

Ans  dieseo  drei  Gleichunfiren  lassen  sich  —^  und  — : —   eHnuDi- 

dx  dx 

reo,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Yerbindang  mit 

den  beiden  Bedingungen  9>(a;,  y,  jb)  =  0  and  ^*(x,  jf,  r)  =  0  lui* 

fiestmuDong  von  x,  jf,  5  hinreicht. 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nnr  einer  Bedingangsglei- 
choDg,  so  kann  man  x  und  y  ab  unabhängige  Yariabele,  ß  als  abhän- 
gige YenrndeorHche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

8-F  *  dF        ^ 

=  0,  -^—  =  0, 


dx  '  8y 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  jBt  als  Function  von  x  und  fß 

vorkommt, 


dF     .     81?'       dz 


dx  de        dx 


=  0, 


dF     ,     dF       de 


8y  de        dy 

Andererseits  ist  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

dx     ^  de        dx    ~    * 

dq>    ^  95L.4i_=0; 


8y  8£f        dy 

durch  Elimination  von  -;r —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

dx 

"o^  ans  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 

dF       dq)  dF       dq) 


dx        de  de        dx 


=  0, 


dF       dq)  dF       dq)         ^ 

dy        de  de        dy 

wddie  Gleichungen,  verbunden  mit  q)(x,  y,  e)  =  0^  die  ünbekann« 
^fl  ^  y,  jer  bestimmen.  —  Dieses  Yerfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.     Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  ß,  y,  ö  soll  das  Viereck  von  grösst 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  um 
ß,  y  den  von  y  und  d  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläch« 
des  Vierecks 

\  aß  sinx  -{-  l  yS  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer 
den  soll,  so  ist 

F=  a/5  sinx  -j-  yd  siny 

zu  setzen.      Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win« 
kein  X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

a^  -\'  ß^  —  2aß  cosx  =  y^  -^  ö^  --  2yd  cosy, 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

(p  =  a^  -{-  ßi  —  y^  —  8^  -^  2aß  cosx  +  2yd  cosy  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

-- —  =  aß  cosx  4-  yo  cosy  '  -z — , 
äx  ax 

—^  =  2aß  sinx  —  2y8  siny  •  -r^  =0. 
dx  '^  dx 

dF  ...      dy 

Setzt  man  -= —  =  0  und  eliminirt  -~- ,  so  folgt: 
dx  ax 

2aßyS  (cosx  siny  -f-  sinx  cosy)  =  0, 

d.  h.  sin(x  -\-  y)  =  Oy  X  +  y  =  0^  oder  =  180^,  SÖO»  u.  s.  v- 
Da  aber  x  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,   so  kann  nur  x  + 
=  180^  oder  y  =  180®  —  x  sein. 

Hieraus  folgt  weiter  -^ —  =  —  1,  mithin 

CvX 

dF 

— —  =  aß  cosx  —  yö  cosy, 

Cv  X 

==  —  aß  smx  -f-  yo  siny 


dx^  '  '    *     -  ^  dx 

=  —  {aß  sinx  •{-  yS  siny), 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <  18^ 
und  y  <  180^),  so  entspricht  die  Bedingung  x  -^  y  -=  180°  einet^ 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  et-^ 
Sehnenviereck  ist. 
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2.    Um   auch   die   im  Eingange  erwähnte  Aufgabe   zu   lösen, 
uehmen  wir 

(p  =  Äx  +  Bij  +  Cjs  +  D  =  0, 

und  68  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
während  z  eine  Function  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten   von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 

zanächst 

X  —  a  +  (ät  — y)  — =0, 

Ferner  erglebt  sich  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 
9  =  0: 

und  dorch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten : 

Ä(z  —  y)  —  C(x  —  a)  =  0, 

B(js-y)  -  C(2/-/5)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dntten  Ax-{-  By 
"f  Cxf  -|-  2>  =  0,  so  findet  man  der  Eeihe  nach  £?,  y  und  äj,  nämlich 

x=  u  —  AK,     y  =  ß  —  BK,     z  =  y  ^  CK, 

wobei  zur  Abkürzung 

Jl«+  Bß^  Cy  ^-B. 

A^  ^  B^  +  G^ 

S^setzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
^entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
^ttfgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z  identisch  mit 
^^  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des  Fuss- 
Pttnktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Ax  -{-  By  -\-  Gz  ■\- JD 
=  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
^^ellung  «iner  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
*öf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
"atenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
Welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
tauf  die  Coordinatenebenen  xy,  xZy  yz  der  Reihe  nach 

c  =  s  .  cosy^  h  =  s  .  co$ß,  a  =  «  .  co$a. 
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Dabei  werden  die  Projectionen  a,  b,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden ,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet ,  j^ 
nachdem  die  Winkel  a,  ß,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  i«nr 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  s  den  Winkel  ^ 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  8  auf  die  neue  Ebene 

p  =  8  .  cosd^ 
oder  wenn  uvtv  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  8(C08a  COSU  +   COSß  COSV  -\-  COSy  C08W) 

d.  i. 

p  =  aco8u  +  hcosv  \'  ccosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  s  auf  eine  beli^" 
bige  Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s  auf  die  Coord^' 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehret® 
beliebig  liegende  Figuren  Si,  8^  etc.  hat  man  entsprechend 

P  =  ÄC08U  -\-  Bcosv  +  Ccosw, 

wo  P  die  Projeotionssumme  i>i  +  JPj  +  ®tc«  bedeutet,  und  ebett^* 
Äy  B,  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirt^^ 
Projectionen  sind.     Wir  suchen   nun  die  Ebene,  far  welche  P  s^*^ 
Maximum  erreicht.     Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  9^^  • 
dingung 

cas^u  +  cos^v  +  cos^fo  —  1=0 

zwei  unabhängige  Yariabele  u  und  v  vorhanden,  wahrend  Uf  etf^^ 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  -^ 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

il$»t»i«  -{-  Csmw  -^ —  =0» 

cu 

Bsmv  +  Csmw  -^ —  =0. 

ov 

Die  partiellen  Differentialquotienten   der  BedLogongsgleichttng 

dm 


Durvh  lüimiuatian  der  p^u^eUeu  lHÜferetitiaI<|uoti^texi  ^tm     ^ 
ergeben  sieh  hierzu»  di^  Ulei^^vuu^c^ 
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f 

welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  tf,  v,  w  fuhren ;  man  erhält  nämlich 

cosu    cosv    cos  10   1 

Ä      ~     B      ~      C      ""  V^2+52+  C2* 

und  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene ,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren  grössten 
Werth  erreicht. 

Projicirt  man  Si ,  Sj  etc.  auf  eine  Ebene ,  welche  senkrecht  zur 
Ebene  der  gi  össten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine  Pro- 
jectionsBumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  ti,  t;,  ti;  leicht 
zu  ersehen  ist. 


Oap.  VL 
Die   Convergenz  und  Divergenz   unendlicher  Reihe 

§.  36. 

Grundbegriffe  von  endlichen  und  unendlichen  Beihen* 

Bezeichnet  (p(m)   eine   bekannte  Function    der    willkührlic 
ganzen  positiven  Zahl  w,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerth< 

9(0),     9(1),     g?(2),  .  .  .  g)(n— 1) 

eine  sogenannte  endliche  Reihe,  welche  im  vorliegenden  Falle 
n  Gliedern  (Termen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  < 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  Sn  bezeichnet  werden.  La£ 
wir  in  der  Gleichung 

Sn  =  <P(0)  +  9(1)  +  9(2)  +  •  •  •  +  <P(n-  1) 
n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unei 
liehen  und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenz  wer 
welchem  sich  Sn  für  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  lAm  Sn  eine  bestimmte  endli 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  he 
die  Reihe  g?(0)  -|-  9(1)  -f"  9(2)  -|-  etc.  convergent  und  Si 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  diverg' 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen 
durch   zwei   Beispiele   erläutern,  welche  nachher   von  Nutzen  i 
werden. 

a.    Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometris 
Progression  gilt,  wenn  9  (m)  ==  ß^  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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1^=1    +I3  +  /J2  +  ....   +  /3---1; 

ist  nun  ß  ein  positiver  öder  negativer  ächter  Bruch,  so  wird  Lim  /3" 
=  0*),  mithin 

0  Y^  =  1  +  /5  +  /32  +  ^3  + 

-1<|3<  +  1. 
Für  i3  =  +  1  ist  §„  =  n,  folglich  Lim  Sn  =  a>;  f ür  jJ  >  +  1 
wird  um  so  mehr  Lim  8n=  cd]  iur  ß  =  —  1  ist  Si,=  0  oder 
=  -f  1,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  für  ß  <C  —  1 
Wachsen  die  Werthe  von  8n  in's  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  S»  nur  unter  der  Bedingung 
—  l  <^  ß  <^  -]'  1  ©ine  bestimmte  endliche  Grösse ,  d.  h.  die  Reihe 
^  ^  ß  '\-  ß^  -{-  '  *  '  convergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
&ii  in  jedem  anderen  Falle. 

b.    Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 
Kß+l)(/3  +  2)...(/?  +  m^l)        /?(^  +  l)(^  +  2)...03+m) 
«(a-f  l)(a  +  2)...(a4-m— 1)        a(a -f  l)(a  +  2)...(a  +  w) 
^a^ß      ^(ff+i)(^-|-2)...(/?  +  m-l) 
a       *  (a  +  1)  (a  -f  2)  («  -f  3)  . . .  (a  4-  iw) 
■  Wgt,  indem   man  w  =  l,2,3,...n  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 

1)  ^         ^(^  +  i)(^  +  2)...(^H-n-l) 

a         a  (a  +  1)  («  -f  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1) 

-!H?r_^  i_M±i)  j.   ,  /g(g+i)...(/?+n-2)  1 

a,    [a+i  ■^(a+i)(a+2)"^"*"^(a+l)(a+2)...(a+n— 1)J' 
*obei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht     Bei 

^endlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwerth 
Von 

i3(/?  +  l)(/?  +  2)...(g+n-~l) 
«(«  +  l)(a  +2)  .  .  .  (a  +  n  — 1) 


•)   Ein  positives  acht  gebrochenes  /J  kann  unter  der  Form       ,  ■ 

^^estellt  werden,  wo  «  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  +  «)«  >  1  -|-  n  «  ist  dann 


0<i»"=  7T-T— w<         "^ 


(1  +  «)*^  1  +  na' 
^orauB  die  obige  Behauptung  sogleich  folg^.     Bei  negativen  /?  können 
•ich  ^  und  (—  /9)»  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  IJebrigon 
Weiht  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  a  ==  /3  der  vor- 
liegende Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  F&Ue  «  >  /3 
und  a  <^  j3  zu  untersuchen.  » 

Nun  ist  für  ganze  positive  h  und  A;,  sowie  für  ein  beliebiges 
positives  x 

>  1  +  0?.       (l+xy>l-\-hx 


(•  +  t)' 


mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  X;te  Wurzel  zieht 
und  die  reciproken  Werthe  nimmt 


( 


h 


<T-r-:< 


'+T         '"^^ 


\l+Jcx)    ' 


a  —  ß 
hieraus  folgt  für  x  =  ^  ,  wobei  a  —  ß  und  ß  -\-  m  d\B  posi- 

tiv  angenommen  werden, 

1 

/3  +  w        \^       j3  +  w        /  jS  +  wi 


(__ß±m__y 


Wählt  man  die  Zahlen  h  und  ft  so,  dass  gleichzeitig 

h^a-ß,      *^j^. 

SO  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem   man  statt 

a  —  ß 
des  acht  gebrochenen  — 7-^  die  Einheit,  und  für  das  die  Elinheit 

übersteigende  k(a  —  j3)  gleichfalls  die  Einheit  setzt.   In  der  nunmeh- 
rigen Ungleichung 

/     ß-^m     Y  ^  ß+^  ^  f     ß  +  f^    Y 

nehmen  wir  9n  =  0,  l,2,...n  —  1   und  multipliciren  alle  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt 

\ß  +  nj  ^- «(«  +  !)(«  + 2)...  (a  +  n-l)^V/J+»»/    * 
Bei  unendlich  wachsenden  n  ändern  sich  h  und  h  nicht,  dagegen 

wird  Lim  -rr-r —  =  Oi  mithin 
ß  +  n 
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wobei  aber  fie  Beämgung  a  >  /3  festzuhalten  ist.  Aus  Nro.  1) 
erhält  man  nun  die  Reihensummirung 

J     _      ß        ,         ß(ß+l)        ,       ß  (ß  ■\- 1)  (ß -\- 2)  _ 

a~ß-a+l  '^  (a4-i)(«  +  2)'^(«  +  l)(«  +  2)(a  +  3)'^' 
oder  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt,     % 

L« ß       ß(ß+i)    ,    ß(ß-\-ixß+2) 

3)«— ^"^a+l"^(«+l)(a+2)'^(«+l)(a+2)(«+3)"^"" 
(  a  >  /3  >  0. 

Der  zweite  Fall  a  <i  ß  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

|?0i+l)...O?  +  n-l)^ 1 

«(a-|-l)  .  .  .  {a-\-n —  1)       a(a+  1)  .  .  .  («  4-« —  1) 

/3(^  +  l)...03  +  n-l) 

setzt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in's  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

4)  c.  -  -^  4-        ^(/?  +  l)         .         <^(ß  +  l)(^  +  2) 

""  a  +  1        («  +  !)(« +  2)  "^  (a4-l)(«  +  2)(a  +  3)"^'" 

/3  >  a  >  0. 
Im  letzten  Falle  /3  =  a  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 


«     +,^  +  ,^4. 


«  +  1        a  +  2    '    a-fS 

Qöd  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet ,  unter  der  Form 

0      .  .  . 

■jr;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 

^  Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

JL>Z(a+l)  — ^a 
a 

ziehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

l(e  -\-\)  -  Iz  <  -^  <:is  ~  Hg- 1), 

Je 

setzen  dann  jer  =  a+  l,a  +  2,...a  +  n  und  addiren  Alles; 
dies  giebt 

5)  2(a-|-n+l)  —  ?(«+!) 

< — \ 1 \ 1 ^ L  .  .  .  .  J \ —  <• 

^  a  +  1  ^  a  +  2  ^  «4-3  ^  ^  a-\-n^ 

Z(a  -f-w)  —  la. 
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Hieraus  geht  augenhlicklich  hervor,  doss  die  Summe  der 
schenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst. 
Die  Reihe 

(.)  1    >    _1_    .         ß(ß-¥l)         ,         ß(ß+l)(ß-\-2) 
'       -^  a+1^  (a^.l)(«  +  2)  ^-(a  +  i)(„  +  2)(«+3)^ 

convergirt  daher  für  «  >  /3  >  0  und  divergirt  in  jedem  and 
Fälle,  wobei  «  und  ß  immer  als  positiv  voi-ausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  un 
liehen  Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Sunime  ihr 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Convergenz  oder 
vergenz  umsehen. .  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihehglieder  als  po 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  Uq  ,  Uj  ^  th  etc.,  so  leuc 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  ünendl 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  Lim  u„  =  0  werden  muss  (fdr  n  = 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehi 
irgend  eine  Zahl  «,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  R 
mehr  als  «  -f-  6  -|-"  *  •  *  iii  i^^*  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  i 
Dieses  Criterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  R 

1 1 — - — |-  .  .  .  -| sehen  kann,   welche  (nach  Nrc 

1  ^  o  H 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.    Die  S' 

bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,   welche  im  Allgeme 

auf  dem  Principe  beruht,  eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderei 

vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt 


§.37. 
Beihen  mit  positiven  Qiiedern. 

I.   Die  gegebene  Reihe  sei 

und  zugleich  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Quotient  -^ —  bei. 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  A  nähere;  d 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <;  1 ,  =  1  oder  >  1  sein. 

Wenn  X  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quot 

Ji52±2  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  A;  an  kleiner  als  ein  zwisc 

Un 

A  und  1    eingeschalteter  ächter  Bruch  ß  bleiben,  denn   wenn 
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nicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  — ^^  nicht  einer  Grenze  nähern, 
welche  vorausgesetztermaassen  unter  ß  liegt     Man  hat  dann   von 

^<ß,    v^<ß>    ^<ß 

W*  Wa  +  1  Wa  +  2 

^d  erhält  daraus  sehr  leicht 

«nd  durch  Addition 

w*  +  w*  +  i  +  «4^2  +  «*  +  3  +  •  •  •  ' 
<«*(!+  /J  -f/j2  +  /J8  + )• 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  u^^  w*  +  i ,  w*  +  a  etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
Meiben  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

'  «*a  +  /?  +  /s*  +  •  •  •)  =  «*  1:1:1' 

^d  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  Ujt  +  «*  + 1  +  w*  +  2  +  ©tc.  eine  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Uinzufügung der  endlichen  Summe Uq  +  Wi  +  •••  +  ***— 1 
eihalt  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  f«o  +  ^i  +  •  •  • 
m  inf,  convergirt« 

Wenn  zweitens  A  ^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  X 
den  anächten   Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,   dass 

^  >>  y  bleibt,. was  von  einer  gewissen  Stelle  w  =  Ä  an  der  Fall 
sein  muss ,   weil  sich  ausserdem     ""*"^   nicht  einer  über  y  liegenden 

Un 

wenze  nähern   könnte.     Man   erhält    durch   ähnliche  Schlüsse  wie 

vorhin 

«*   +   Ui  +  i    -f-   «**  +  2    +   W*  +  3   +   •  •  • 

>««*(!  +  y  +  y*  +  y^  + ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  >  1 ,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross ;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  J«o  +  ^1  +  **2  +  ßtc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
^  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  Wo  4"  ^1  4"  ^  "t"  ®^^'  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von  — — 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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Als  Beispiel  diene  die  Beihe 

^  1    ^    2     3     "^2.45     "'"2.4.67     '^  ' 

hier  ist  Wq  =  0,  Wi  =  -r-  u.  s.  w. 

Lim  ^^^^  =  Lim  )-^ — f^  =  Lim  -^ ^ =  x 

Un  2n(2n+l)  ,    ,     1 

mithin  convergirt  die  Reihe  für  x  <^  1  nnd  divergirt  für  x  >  1 

Ebenso  leysht  ergiebt  sich,  daas  die  Reihe 
o\  a;     .    a?2         a;^         a;^  -  ^ 

2;  IP    "^  2^  '•     3P      .   4*^    '    *  "  *  * 

für  0?  <C  1  convergirt  und  für  a;  >  1  divergirt. 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogena 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

ao  +  «i  ^  +  ^  ^*  +  «8  ^^  + f 

worin  x  und  alle  ä  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet 
leicht,vda88  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  wer 

oder  mehr  als  Lim  — ^  beträgt 

ö^n  +  l 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendba 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Yoi 
Setzung  beruht,  dass  zwischen  1  und  k  eine  Zahl  eingeschaltet 
den  könne;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weil 
Untersuchung. 


II.    Wenn  das  Product 


bei  unendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Gi 
[i  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  Un  +  i  <Z  w«)  nur  eine  pog 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  fi  ^  1 ,  fi  : 
und  ft  <^  1  unterscheiden. 

Im  Falle  ft  ^  1  denken  wir  uns  zwischen  jx  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  dass 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  ei 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  Je  &n  haben 
dann 
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U.  8.  W. 

'^^cl  erlialten  hieraus 

«*+i<-j^«*,«*+»<-yqpY-«t+i<  — j^jTfD — ~*' 

*+«<      *  +  2     "*  +  '  < Ä(Ä  +  l)(*  +  2) ""*•••" 

^^ithin  durch  Addition 

«*    +   Wi  +  i    +    W;t^.2    -I-    Wt  +  8    +-       •  •  • 


<  «*  j  1  + 


Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  spccieller  Fall  der  Reihe 
^ro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  =  k  —  1,/J  =  Ä  —  y,  wobei  immer 
fc  >  y  >  1  gewählt  'werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
"Weil  y  >  1,  mithin  a  >  /3  ist.  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
lleihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergen»  der  Reihe  Wo  ■+  ^i  +%  +  etc. 

Wenn  fi  <^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  fi  und  1  den 
bebten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass  das  Pro- 

^uct  n  ( 1 —  )  von  einer  bestimmten  Stelle  n  ±=  X;  ab  kleiner 

^8  y  bleibt.     Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
j^tzt  zu  der  Ungleichung 

k—  y       (k  —  y)(k  —  y  +  1) 


.  .  •  • 


>^*h+V  + 


k(k+l) 


(fe-y)(Ä;-^y+l)fe-y  +  2) 
"^  k(k-\-l)(k  +  2)  "^ 

^egen  y  <C  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  melir  di- 
Vttj^  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  Wo  +  **!  +  ^a 
^    Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  «*o  +  ^i  +  ^  +  6*^^.  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt 
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Dieses  Kennzeichen  erledigt  meistentheils  die  Fälle,  wo  das 
vorige  keine  Entscheidung  giebt  So  erhalten  wir  z.  B.  ans  Nro.  1) 
f  ür  a?  =  1 

^■»[»('-•^)]=^»3=i->' 

mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  für  a;  =  1. 

t 

Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x  =  l 

oder,  wenn  —  =  5  gesetzt  wird, 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

1.1.1.1. 

je  nachdem  p  >  1  oder  p  <C  ^  ist. 

Da  sie  für  p  =  1  divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.36  wissen, 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

.)  -'(.-^)-'('-f)-<'-f)- 

worm  X  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  Hesse  sich  zwar 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwas 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  ?  (1  +  Ä)  <C  Ä 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  als 

^  12  — a;2  "1"  22— .a;2  "^  32  — a;«  "^ 

Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  ni ,  k^  ,  U3  etc., 
so  erhält  man 


•  •     • 
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L    V         Un  /A  (n  +  1)'  — aj» 

demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  um  so  mehr  die  Reihe  4). 

Es  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  /i  bezeichnete  Grenzwerth 
gerade  =  1  wird;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
wendbarkeit und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
Diese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
Conyergenzregeln  unterlassen  können*). 

§.  38. 
Beihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  ein^  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Reihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Reihe 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Vorzeichen  alterniren.    Die  ursprüngliche  Reihe  ist  dann 

1)  tto  —  «1  +  Wa  —  «8  +  «4  — 
uid  die  abgeleitete 

2)  «0  +  Wi  -1^  «2  +  «8  +  «*4  + 
Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei- 
den Snn^inffla 

*(«)  =  ^1    +  Us    +  Uq   + +  W2n-1 

^er  endlichen  Grenze  {im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
werÜi  von  9  (w)  -|-  ^  (n)  unendlich,  was  der  Gonvergenz  von  Nro.  2) 
widenpräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

(p(n)  —  ^(w) 

=  «0  —  Wl4-W2  —  %    +   •••  +  U2n-'2  —  «211-1 


•   •   • 


•    •    •    • 


^  Vergl.  d.  Verf.   Handbuch   der   algebraischen  Analysis; 
6.  Aufl.  Jena  1873. 

«•MO milch.  AnalysU.    1.  12 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  nnd  hat  ein« 
kleinere  Summe  als  die  Reihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jeden 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Reihen  mit  alternirenden  Vor 
zeichen  kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  vie 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  ^ 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

Ujt  >  w*  +  i  >  W*  +  3  >  w*  +  8 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  Un  =  0.     Setzen  wir  nämlich 

■Rs  =  ***  —  (%  +  i   ""  «**  +  2)' 

■Bö  =  «**  —  K-f  1   —  W*  +  9)  —  (w*  +  t  —  %  +  4), 

und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  DifiPerenzen  positiv  sind,  si 
haben  wir 

3)  22i  ^  iJa  ^  7^5  ]>  JBj  .  .  .  • 

Andererseits  gilt  für  die  Grösser 

J?2  =  (Uk  —  «**  +  i), 

.^4  =  (Ut   —   Ujt^i)    +    (Ui  +  2  —  W*  +  8)» 

Rq  =   (Ut  —   Uk  +  l)    +    (Wi  +  2   —  %  +  8)   +    («**  +  4   —   %  +  5), 


die  Beziehung 

4)  222  <  2^4  <  i^e  <  -Bs  .  . .  . 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  m 

Lim  (2?2m-i  —  -B2m)  =  Lim  te^  +  am-i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  l?2m^i  nnd  22 2m  einer  und  derselben  Grens 
R  nähern,  und  zwar  222m— i  durch  Abnahme,  222m  durch  Zunahm^ 
Dieses  22  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  es  nach  Nro.  S 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  22i ,  228 ,  -Bj  ^^ 
ist.    Zufolge  der  Gleichung  22  =  Lim  222m— i  =  J^w*  •B2m  l^at  mar: 

B  =1  Ujt  —  Uk^i  +  Uk^i  —  w*  +  3  + 

mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reih. 
uo  —  Wi  4"  ^2  ötc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  convergir' 
immer,    sobald   ihre    Glieder    von    einer    bestimmtes 
Stelle  an  fortwährend  und  in^s  IJnendliche  abnehmeo 
Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

1  —  14-1  —  IJ-I  —  l-L 


•  •  •  • 
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convergirt  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

1  und  i i 

1    ""*^  1  3 

1    —   f   +    3  ™^   1    "-   1    +    S  4 

u.  s.  w. 
enthalten  ist;  dagegen  wurde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.     Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
Kennzeichen  zu  keinem  Resultate  fuhren  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Reihen  mit  altemirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  Lim  ti^  ©ine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
Q  ist,  so  nähert  sich  u^  — l^ii  +  i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

Sim  =  (t*0   —  Wl)   +   (%  —  «3)   +   •  •  *   +   («*2m-2  —  «2m--l) 
Sjm  +  l  =  tto  —    (t*i  —  U2) (W3  —  W4)  —  •  •  •  —  («*2m-l  —  W2m) 

convergiren ,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
henglied betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  ß>2m  imd 
^^S2m-\.i  endliche  Grössen,  und  als  Grenz werth  ihrer  Differenz 
erhalt  man 

Lim  (S2m  +  1  —  S2m)  =  Ll^n  U2m  =  P. 

^  h  die  Summen  der  Reihenglieder 

«0  -^  «^  +  Wa  ^  «3  + 

»ähem  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
zen, je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tung hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Bas  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -\-  a  —  ö-|- 

^n  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0 ,  bei  ungerader  Glieder- 
»»U=a  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

T  218  1  T  l  ' 

^en.    Hier  ist 

S2m  =  i  -  I  +  I  -  1  +  •  •  •  • 


•  •  •  • 


2m 


Ö2m+i  =  t-"i  +  3-^  4 +  •'••  —  ;Tr:  + 


2m    '    2m-\-l' 
bezeichnen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

i-l  +  l-j +  ••••. 

12* 
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80  erhalten  wir 

Lim  S^m  =  <^*      Lim  Sam  +  i  =  ö  +  If 
mithin  oscillirt  die  obige  Reihe  zwischen  6  und  6  -\-  1. 

§.  39. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reihen 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  ^>(ni)  nicht 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Reihenglieder  «o  =  g?  (0) ,  «i  =  qp  (1), 
M2  =  9  (2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be- 
stimmt wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach, 
die  Function  (p  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor- 
aus absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  wird 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  däss  eine 
andere  Anordnung  der  Reihen  glieder  zu  einer  anderen  Reihensumme 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 

"   1  2^3  415  617  819  » 

deren  zweite  so  aus    der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positive 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  6  als  der  Grenzwerth  von 

\4«  — 3        4n  — 2'''4n— 1        4n/ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

s«  =  (1  +  1 -D  +  a  +  l-i) +  ••••-• 

"''  \4w  — 3  "'"  4n  — 1        2n/ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

^  \4n— 2  ^  4w        2nJ 
und  hieraus  folgt  für  n  =  oo 
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d.h.  «  =i<y, 

womit  die  Verschiedenheit  von  ö  und  s  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Nothwendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Reihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Reihe  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Reihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  Uj^  die  Summe  einer  Reihe  von  n  Gliedern, 
Dämlich 

und  setzen  voraus,  dass  (für  w  =  oo)  Lim  Un  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  Cr=tio4'**i+W3  + ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.    Femer  bedeute 

3)  Vq  -\-  Vi   +  V2  +  Vz  + 

eine  Reihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
gebildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  ü  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  vorläufig 

4)  Y^  :=z  Vq  +  Vi   +•  Vi   -\-  '  •  -  '  ■}-  Vp-i^ 

80  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
anderweite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  »  —  1  sind,  und  die 
.wir  in  der  Form 

«g  -|-  Wr   +  W«  +  •  •  •  • 

zusammenfassen.     Demnach  ist 

Fp  —    Un=  Ug  +  Ur  +  Ug  -}-'••  • 

Diithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

lAm  Vp  —  U'=  Um  (t*g  +  «*r  +  w,  +  •  •  •)  5 
soll  nun  die  Reihe  3)   gleichfalls   U  zur  Summe   haben,  so  muss 
LimVp=  U  oder 

5)  Lim  (Wg  -f-  w^  -f-  w,  -f-  •  •  •)  =  0 

sein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Beihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
in  der  Gleichung 

U  —    Un=Un   -}-  Wn  +  l   +  ««»  +  2   + 


.    •    .    •    • 
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  Un  +  ^„4.1  -f-  etc., 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  Z7  —  Lim  CT,,  =  0  über- 
geht. Nun  besteht  die  Summe  Uq  -{-  Ur  -\-  Ug  -{-  etc.  aus  p  -^  n 
Gliedern,  deren  Indices  >  w  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 


.     *     •    r< 


0  <  Wg  +  «*r  +  «•  +  •••<  ««n   +  ««n+^   +  ^«  +  2  + 

mithin 

Lim  (Ug  -{-  Ur  -^  Ua  -\'  '  •  ')  =  0. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergirt  also  die  Reibe  un- 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  "Werth  irgend  eines  Gliedes  Um  werde  mit 
[^m]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

K]  +  [%]  +  [%]  +  [%]  +  •  •  •  • 
eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  {lUg']  +  [wj  +  M  + }  =  Ol  ■ 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  Uq  -^  Ur  -{■  Ug  -\-  etc.  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.     Daraus  folgt  sehjTi  leicht,  dass 

Lim  (Uq  -^^  Ur  -^^  Ug  -\-  •  •  ')  =  0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.   Wir  können  da- 
her folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  wo 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen, 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 


•  •  •» 


.  .  ., 
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§.  40. 
Convergenzbedingungen  für  periodische  Reihen.      ^ 

Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
den  Formen 

8«a  +  ^  ^^*  +  ^  cos2x  +  ^  cosSx  4- 
hl  sinx  -\-  1)2  sin2x  -\-  h^  sinBx  -\- 
worin  die  Coefficienten  Oq,  ßj ,  a^  etc.,  bi ,  h^  etc.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.  Wir  unterscheiden  dabei  drei  Hauptfalle; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigende^  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  Oo  ==  Ol  =  Os  •  . .  •  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

Co  [§  -|-  cos  a?  +  cos  2  a?  +  cos  3  a?  +     •  •  -{-  cos(n  —  l)x'] 

sin  (n  —  l)x 
2stn^x 

Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  ^x  zwischen  —  1 
wid  -|-  1  hin  und  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Reihe  hat  also,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  djvergirt.     Zufolge  der  Gleichung 

li  [sinx  -\-  sin2 X  -\-  sin S X  -^  -  '  •  +  sin(n —  l)a?] 

,    Fl     *i  cosin  —  Dx] 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe ;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  b^  =  b^  =  ^3  etc. 

Bilden  Oq,  ctu  ^2  ^^c*  ^^d  ebenso  b^,  h^  etc.  eine  steigende  Reihe, 
80  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coefficienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  dfer  (n  -^  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
4+1;  multipliciren  wir  die  Gleichung 

81,4.1  =  |ao  +  ^1  cosx  -f-  «2  cos2a;  +  •  •  •  +  ^n  cosnx 
^^28in\x  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  Sn^isin^x 

=  OoSin|a;  -f-  (h  (sinfa?  —  sin^x)  -}-  «2  (sin^x  —  smfa;)  -f-  .  .  . 

,        /  .  2n— 1         .   2n— 3  \        /  .  2n+l         .  2n— 1   \ 
•••+a»_i(  st» — - — X — stn  — - — xj-\-an[sin — - — x — stn — - —  x) 
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und  bei  anderer  Anordnung 

«1       r»  .    2n  4-  1 

2  sm§  a? .  S«  + 1  —  «n  stn —  x 


=  («0  —  ai)s?n  I  a?  +  (oi  —  a^)  sm|»  +  («2  —  «s)«/« |a?  -f  .  .  • . 

•  •  •  •  +  (a«-i— -«njsen  — ^ x. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 

1)  «0  >  öl  >  «2  >  0^3  •  •  •  • »  ^ind  Xm  a„  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in^s  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  lAm  8n+i  =  TTTT-f-    («0  —  «1)««^ i ^  +  («i  —  «i) sinlx 

a  oliv  AM/    ( 

+  (02  —  a3)sm|»  -f  ••••}• 
Hinsichtlich  der  Reihe 

3)  (»0  —  Ol)  +  («1  —  Oa)  +  (»2  —  «a)  + » 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht  (wegen 
%  ^  ^  ^  ^  etc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 
=  00  —  a„,  mithin  ihre  volle  Summe  =  0©  —  Liman  =  Oq  ist; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.     Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 

4)  (oo  —  ai)sinlx  +  (ai  — a2)sinlx  +  ((^2  — 03)s«n|a?  -^-  .  .  . . 

convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  auss^dem 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Bezeich- 
nen wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  q>  (x) ,  so 
folgt  aus  Nro.  2) 


2  sin  l  X 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eioe  endliche  Grösse,  so  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +2:nr,  +4:nr,  +63r  etc.  erhält;  d.  h. 

Wenn  die  positiven  Goefficienten  Oq,  ai,  a^  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Reihe 

5  ao  +•  tticosx  +  a^co8  2x  +  03  cos  3  a?  +  •  •  •  • 
für  alle  aj,  die  nicht  von  der  Form  +2  hn  sind. 

Indem  man  ;r  -f-  o;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 
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Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

\ao  —  «1  C08X  +  (h  cos2x  —  03  cos3a?  4-  •  *  •  • 
für  alle  a?,  die  nicht  von  der  Form  +  (2  Je  —  1)  ä  sind. 
Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Reihe  der 
Sinüs  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn=  J>i  sinx  4-  h  sin2x  H-  ftg  sinSx  4-  .  .  •  -|-  hnSinnx 
mit  2  sin  |aj  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
nosdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

2nJ-l 
2 

=  li  co8\x  —  (bi  — h2)coslx  —  (62  —  h3)co8lx  —  '• 


2sinlx.  8n  +  hnCOS 27 X 


.    •    •    • 


n  1.N       2n  — 1 

Q)n^l  —  hn)C08 ^ X' 


Vorausgesetzt,  dass 

fti  >  l>i  I>  fej >    und     Lim  5„  =  0 

ut,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

^Sti=z—r-^\llC08lx---(bi'—h2)C08lX'-(b2'-h^)C08lx •!• 

Die  Reihe 

Qh—h)  4-  (^»  — W  +  (6ä  — 64)  H 

enthält  lauter  positive  Glieder*  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
^lied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  &| ;  daher  convergirt  um  so 
"tarier  die  Reihe 

(5i  — l>2)cos|aj  4-  Qh'—l>$)co8lx  -|-  (63  —  l>4)cos|a?  4-  . .  .  . 
^d  folglich  hat  auch  die  Reihe 

hiC08lx  —  (&i  —  52)cos|a;  —  (&»  —  &3)(Jos|aj  —  .  .  • . 

^e  endliche  Summe,  die  ^  (x)  heissen  möge.  Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 

2sin|aj 
geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x  keinen 
dw  Verthe  0 ,  +  2  jr ,  +  4  « ,  +  6  ä  etc.  erhält.    Im  letzteren  Falle 
^'^e  aber   die    Summe   der  Reihe  verschwinden,  und   man  kann 
hersagen: 

Wenn  die  Coefficienten  5i,52,^s  etc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Beihe 
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5i  sin  X  4-  h^  sin  2  Cd  +  \sin^x  +  •  •  •  • 

convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  :nr  +  a?  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  mau 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Voraussetzung  ist  auch 

hi  sin  X  —  1)2  sin  2  X  +  ^zsindx  —  •  •  •  % 

eine  stets  convergirende  Reihe. 

§.  41. 
Addition  und  Multiplication  unendlicher  Beihen. 

I.  Es  sei 

1)  ^n  =  Wo   +   ««1    +   ««2    +   •  •  '   +   «*n» 

2)  Ön  =  «?0    +   «^1    +   «^2    4-   •  •  •   +   «^«  . 

so  ist  auch,  wenn  a  und  h  irgendwelche  von  n  unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  lAm  Pn  ■=  P  und  lAm  Qn-=  Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q\  femer  wird  aus  Nro.  3) 

=  lAm  (aPn  +  hQn)  =  aP  +  hQ. 

Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 

Das  Aggregat  zweier  convergenten  Reihen  ist  wie- 
der eine  convergirende  Reihe  und  die  Summe  der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  für  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Reihen.  ^ 

II.  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Rei- 
hen zu  erhalten,  lassen  vdr  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
x  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducte  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

i^2n  =  OO   +   «1«  +   «2^^   H +   Ö2«flJ^", 
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mithin  Pgn  Qin  =^«0^0  +  («0  ^1  +  «1  ^0)  ^ 

+  («0^3  +  «1^1  +  (hh)^^ 
+ •         • 

+  («0^2«   +   ai&2ii-l    +   •••+■   02«-!^    +   Chnh)^'^'^ 
+  («1^2«   +   03^2n-l   +   •  •  •   +   (hn-lh    +   a2nM«^'*  +  ^ 
+ 

+   02nt2nÄ^"; 

vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

^)    Bin  =  aoh  +  ((hh  +  cii  ^o)aJ  +  («0^2  +  «i  ^1  +  »2^0)«*  H 

•  »   +(ao^2n  +  «lt2n-l  +  "*+öf2n-ltl  +0^2«  ^aJ^**! 

indem  man  x  sowie  alle  a  und  h  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

^2«   <C  ^2n  Q2n' 

£s  sei  femer 

P„  =  oo  +  »la?  +  (h^^  +  ••••  +  öt„aj», 

Ö«  =  ^0  +  h^  +  \^^  + +  ^n^^f 

mithin 

+   («0^2    +   «1^    +   02^3?^ 
■h 

+  (a«-ib„  +  anb«-!)«'^"""^ 
+  a«bna;2*f 
80  hat  man  durch  Vergleichung  mit  Sa« 

San  ^  -Pn  C« 

^d  mit  dem  Vorigen  zusammen 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  für  Pa« »  Q2n »  -Pn»  ?n 
*Dgegebenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
vergenz  sind 

lÄm  Pjrt  =  lAm  P«  =  P, 

lÄm  Q2n  =  Lim  Qn^=  Q 
endliche  Grössen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
^e  Gleichung 

6)  LimS2n  =  PQ, 

welche  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in^s  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 
.     '"id  P  Q  zur  Summe  hat 


» •\ 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Keihen  mit  Gliedern  von  uj 
gerader  Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

i^an+i  =  Oo  +  aia?  4-  •  •  •  -f  a2«a;*"  +  «211+1^;*"+^, 

ftn  +  l  =bo   +   hiX    ■] +   l»2na;^"  +•    l>2»  +  ia?2»  +  l, 

80  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,   da 
in  Nro.  5) 

ZU  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Keih< 
wird  dann 

lAm  P2n+1  =  ^»  ^^  Ö2n  +  1  =   Q, 

und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6) ;  d.  h. : 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 
«0  +  ai  a?  +  0-2  a;2  4-  «3  a;8  -|-  •  •  •  • , 
&o  +  bix  -\-  biX^  -|-  ^3  a?8  +  •  •  •  • 
nur    positive  Glieder    enthalten,  so  ist  ihr  Produc 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

«0^0  +  (ö^o ^1  +  ö^i ho) X  4-  («0 h  +  aihi  -\-  a^ho) x^  +  •  •  • 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  de 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Schlüsse,  mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitc 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  Ursprung 
liehen  Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  di 
Glieder,  um  welche  P2nQ2n  reicher  als  82 n  ist,  zusammen  so  vii 
Negatives  geben,  dass  P2n  Qin  weniger  als  82 n  betrüge.  Unter  dii 
sen  Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

»0  ^0  4-  («0  ^1  +•  öti  5o)  ^  +  («0  &2  +  öti  5i  -|-  o»  5o)  ^^  +  •  •  •  • 
divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  auc 
nicht  =z  PQ  sein.    Das  wirkliche  Yorkommei;  dieses  Aufinahmefallc 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 

a?  ==  1 ,     a„  =  6„  = 


(-!)• 


7n  +  l 
und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

1_         J_    i    J: L_^ 


•  •  • 


mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnel 
so  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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S  =  ti  —  ^"1"^  —  ^4  "!"••••$ 

deren  nies  Glied  ist: 

Nach  dem  hekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

V(n-Ä)(Ä+l)<2^, 

mithin 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  Ä;  =  0,l,2,...n  —  1 
und  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

'•  >  " K^TTT  °^''  '-  ^  V^  ^  V2(«-i). 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  t^   gleichzeitig   mit  n   in^s    Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  S  divergirt,  mithin  S  nicht  =  P^  sein 


Hiernach  bedarf  der  Fall,  wo  die  zu  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus   Gliedern  mit  alternirenden  Vorzeichen  bestehen. 


,  P  =  oo  —  ttix  -\-  UiX^  —  »3  a;3  +  •  •  •  • , 

\  O  =  6o  — .  5i  a?  +  ^2  ^^  —  ^a  ^^  +  •  •  •  • » 

I 

1  ^d  convergiren.   Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle   nega- 

'  ^iven  Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 


I 


Fo  =  5o  +  h^'^  +  ^4  a:*  +  5$  «^  + 


F,  =  hix  +  &3ä3  +  5^2:5  + , 

^  sind  zwei   Fälle  möglich ;   es  können  nämlich  die  vorstehenden 
^er  Reihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


•  •  •  • . 


*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 

i  —  1-Ll  —  1-Ll  —  IJ- 

*>>ep  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Eeihe: 
^Dd  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

i  +  1  +  1  4-  .  .  .  =  1(1  +  1  +  1  + . . .). 


UoVi 

Ool»!« 

UiVo 

aihoX 

Di  Fl 

mithin 
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f^o»  ^ly  ^0»  ^1  im  ersten  Falle  CDdliche  Grössen,  im  zweiten  Fal 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall,  so  i 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

femer  haben  wir  nach  der  Kegel  für  die  Multiplication  solcher  co: 
vergirender  Beihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 

UqVq  =  ao&o  +  («0^2  +  (hh)^^  +  • 

+  («1^2  +  03^0)^;^  +  ' 

UoVo  —  UoVi  —  üiVo  +  ülFi 
=  (hh  —  («0^1  +  «iW  X  +  (ao&2  +  «1^  +  «2^0)  ic' 

—  («0^3'+  »1^  +  «2^1  +  a3&o)a:*  +  •• 
Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 

(Oo-Di)(Fo-Fi)  =  Pft 

mithin  convörgirt  die  erhaltene  Reihe  und  hatP§  zur  Summe.  W 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  en 
liehen  Uq^  üi ,  Fo,  Vi.  Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  c 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  beibehalte 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  erset: 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Uq  und  Ui  od 
Vq  und  Vi  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  si 
von  endlicher  Grösse  sein.     Wir  haben  daher  den  Satz : 

Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

Oo  —  üiX  -\-  a^x^  —  Ö3  ä;8  -|- 

ho  —  ?)i  a?  +  &2  ^^  —  &3  a;3  +  •  •  •  • 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  al 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werde 
so    ist    ihr  Product    eine    gleichfalls    convergiren« 
Reihe: 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  d< 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  o: 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  anf 
ordnet,  eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 
Die  Differentiation  unendlicher  Reihen. 

Schon  in  §.  5 , wurde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe- 
rentialquotient von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
vendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differentialquotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  S  =  Wo  +  Wi  -|-  «^  -|-  W3  +  •  •  •  in  inf. 

nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

2\  dS  dup  dui  dti2     1    .  ,  ,  .  •     •  r 

dx         dx  dx  dx 

whliessen  dürfe.     Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

Da  w„  und  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

dx 

^n  es  geschehen ,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 

die  zweite  Reihe  divergirt ;  dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

Dicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  — — 

dx 

nicht  gleich  sein ,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.     Dass 

dösige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

o        cosx        cos2x       cosSx    . 

Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  und  7C  enthaltenen  x 
^d  daher  ist  S  eine  bestimmte  Function  von  x ;  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sin  X  —  sin2x  —  sinSx  —  .... 

d  8 
^d  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  -; —  sein.      Das  Befremd- 
t  dx 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,,  verliert  sich 
uhrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
Kcher  Reihen  eigentlich  auf  die  ümkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
^nüich  den  Differentialquotienten  einer  Function  durch  das  Vor- 
setzen von  D  und  die  Summe  von  i^  +  t*i  -|-  W3  +  etc.  kurz  mit 
^tt}  80  ist  in  unserem  Beispiele 

8  =  2  ?^  ,     (für  «  =  1,  2,  3  .  .  .) 
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und  daher  auch 

n 

dagegen  ist  nicht 

■r^    o.  ^  -r^     COS  fix  ^      ,  .  . 

BS  —  HD =  2;  (— stnwa?), 

d.  h.  man  darf  die  mit  2J  und  D  bezeichneten  Operationen  nicht  in 
umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  dar- 
über, ob  überhaupt  DEu  =  2 Du  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  divergirt,  und  die  Frage  kann  daher  nur 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  convergirt.  Wir  wollen  die  wichtigsten 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Summe 
etwa 

3)  f(x)  =  Oo  +  aiX+aaaj'-fas  «*  +  •••• 

Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

Lim  ^^^^±J^^  =  Lim  (^^x) 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  von 

Lim  -^  =  X 

fln  +  l 

SO  können  wir  die  ebenerwähnte  Convergenzbedingong  durch  —  X 
<C  X  <^  -\-  k  ausdrücken.  Für  alle  derartigen  x  convergirt  femer 
die  Reihe 

lai+SoaÄ-f-  8030;' +  4 a4 «*-!■•••• 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 


Lim  ^L±ll^l±^  =  Lim 


0+i> 


x 


flu  +  l 

ist;  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  (p(x) 
heissen  möge,  d.  L 

« 

4)  fp(x)  =  lüi  -}-  ÜOfX  -}-  B(hx^  -{■ :^| 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  X  und  4*  ^ 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  wülkührliche  Zahl  h  von  der  Besdial- 
fenheit  finden,  dass  auch  x  '\-  h  zwischen  —  X  and  -1-  ^  enthalten 
ist,  and  dann  gelten  die  Gleichungen 


t 
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5)  /(a:  +  Ä)  =  ao  +  ai(a?  +  Ä)  +  a,(a;  +  Ä)2  H 

6)  (pix-\-h)=lai  +  2(H(iß+h)  +  Bai(x-\-h)^  + 

Von  den  Gleichungen  5)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi* 

diren  mit  h  und  henutzen  rechter  Hand  den  Satz 

oder  spedeller 
wir  erhalten 

^ — T 

-löi  +  202  Qc  +  ^ih)  +  303  (a?  +  ^3Ä)2  +  404  (aJ  +  ^4hy-\ 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  alle  Coefficienten  üi,  a^  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
gleichfalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  aj  <  -|-  A) ;  die  Summe 
der  rechts  stehenden  Reihe  ist  dann ,  h  als  positiv  vorausgesetzt, 
grösser  als 

1  «1,  +  2  »2  a?  +  3  «8  a?*  +  •.•••  =  g)  (a?) 
nnd  kleiner  als 

loi  4-  2 02(0;  -f  Ä)  +  3 ag (üc  -f  Ä)«  -I-  .  .  .  =  9)(ir  +  Ä), 
vir  haben  also  zusammen 

9W  < J^ <9(i»  +  Ä). 

Bei  negativen  Ä  ist  dagegen 

Ans  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze 
^  verschwindende  h 

q)(x)  =f(x); 
^ter  d^  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
1  «i  +  2  a^  aj  -|-  3  «3  a?2  -|-   etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
▼on  der  Summe  der  Reihe  üq  -\-  ai  x  -\-  02  x^  -]-  etc. 

^  kann  sich  in  speciellen  Fällen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
*^*=  -f  A  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
"™  dieselbe ,  nur  muss  man  h  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
K  A  wählen,  um  das  ConvergenzinteHrvall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 
f{x)  =  Oo  +  Äi  a?  +  da  aj2  -|-  «a  0?*  + 
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positive  und  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  uns  x  immer 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeic 
auf  Rechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  ans  alle  p 
tiven  Glieder  zu  einer  Reihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  m 
tiven  Glieder,  so  erscheint  /(a?)  als  DiflTerenz  zweier  Reihen,  de 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  converg: 
zufolge  der  anfanglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Sumi 
bestimmte  endliche  Functionen  von  a?,  die  wir  mit  f\{x)  und/ 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)=Mx)^Mx). 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe  und  es  sei  ^>\{x)  die  Sun 
aller  positiven,  q>^{x)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

fp{x)  =  q>i{x)  —  9,(a:). 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

9>i(*)=yi(a?)t    9%ip)=f%(x\ 
mithin 

9(pO  — /iW  -/iw  — j^ — -  —  -jj^> 

also  ist  auch  hier 

q>ix)  =/(x). 
Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 
Wenn  die  Gleichung 

/(x)  =  ao  +  at«  +  at«* +  «3  «*  +  •••• 
für  alle  iwischen  —  l  und  4-  ^  enthaltenen  x  gilt, 
ist  unter  derselben  Bedingung 

/'(x)  =  1  a,  4-  2  «I,  X  +  3  Os  «*  + ; 

diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an  den  Gren 
der  Convergent  (für  x  =  i  A),  wenn  in  diesen  F&l 
beide  Reihen  convergiren, 

IL  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgemei 
Fall  auAsudehnen,  wo  die  eiuselnen  Glieder  der  ursprünglichen  R 
irgend  welche  >\iMctiouen  von  x  bilden. 

K»  »ei  nlUulich  die  urcf^iurüngliche  Reihe 

W  /V^        r(x»  \>)    \    %(x.  U   f  r^x>  2)  + 

\Hx)\ver|hMU  iimerhAlb  eine«  gewi««eii  lutcrv»lles  und  jedes  ihrer  € 
dei'  eine  Kteti|S[e  FuuctivM\  v\m\  x;  femer  couTergire  «ach  die  E 
dv>v  lhUVi^itml\|Uoücuieu 

»)  r^v^        *'\« i  0^    \    i^\jt.  O    \    r\x,  2)  4 

v\^\   Ueueu  jmler   eiueelue    nieicliAdk  CDttliiittiriidi   bleiben   m 
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imugstens  innerhalh  des  Conyergenzintervalles.  Wählt  man  jetzt 
h  so  klein,  dass  o;  -|-  ^  die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei- 
tet, so  erhält  man 

10)  /(«  +  ft)  -  /(^) 

h 

-Vix  +  e'oh,  0)  +  t'ix  +  d'ih,  1)  4-  ^'(a?  +  '9'2Ä,  2)  + 

und  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden ,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  ^(^i)  und  ein  indivi- 
dueller Werth  von  ;er,  etwa  g  •=z  x^  gegeben,  so  lässt  sich  h  immer  so 
klein  wählen,  dass  die  Function  ^(js)  innerhalb  des  Intervalles 
«  =  a;bis5  =  a;-f-Ä  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  *)  h  so  klein  nehmen  können, 
dass  jede  der  Functionen 

*'(«,  0),     ^'(o?,  1),     %>\x,2), 

von  2;  bis  o:  4~  ^  i^^u:  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10}  vor- 
kommenden Reihe  zwischen 

%>\x,  0)  +  ^'(äj,  1)  +  ^\x,  2)  +  .  .  .  =  q>{x) 

und 

♦'(HÄ,  0)  +  ^\x  +  h,  1)  +  ^'(a;  +  Ä,  2)  -f  ...  =  ()p(aj  +  Ä) 
enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

q){x)  ^ ^  q){x  +  Ä), 

voiin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende ijj  beziehen.  Durch  üebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

(pix)=f(x)] 

^  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt, 
l^ftsselbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
o«8timmten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

^'(oj,  w),     ^'(a;,  m+1),     ^'(a;,  m  + 2),  •  •  •  • 

entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
fieihe  10)  zerlegen  in 

^{x  +  ^ohO)  -{-  ^\x  +  ^ih,l)  H +  ti,'(x  +  d'^^ih,m-'l) 

i'flf'ix  +  ^n.hm)  +  tl>'(x  +  ^„,  +  ih,m+l)  +  ..... 

and  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ausnabmefölle  sind  in  der  That  mögiich,  wie  nachher  gezeigt 
werden  solL 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Ahschnitte  I.  lässt  s* 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  I 
positive  und  negative  Glieder  hesitzt;  die  Aufstellung  eines  alL 
meinen  Theorems  mag  aher  unterbleiben,  weil  dieses  an  so  viele  I 
dingungen  geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequ^ 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles 
denken.     Ist  z.  B.  a;  ^  1  und 

ib(x,  n)  =  ( — — ^)ir*"+i 

^'(aj,  n)  =  (1— ir)a:««, 

so  kann  man  zwar  für  a;  <  1   dem  h  einen  solchen  Werth  gebe: 

dass  ^'(a?,  w),   \p'(Xy  m-\-  1)  etc.  zwischen  x  und  x  -\-  h  nur  wacl 

sen  oder  nur  abnehmen,  für  x  =  1  und  ein  negatives  Ä  =  —  S'v 

dies  aber  nicht  mehr  möglich.     Die  Function  ^(o;,  n)  erreicht  nän 

2  H 

lieh  für  X  =• ; —  ihr  Maximum;  man  mag  nun  S  so  klein  wäl 

2n-f  1  *  ® 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  geben,  ft 

welche 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  d  und  1  eintreten,  die  all 
innerhalb  dieses  Intervallcs  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Difi 
rentialquotienten  ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  füi?  d?  <C  1  >  ab 
nicht  f ür  a?  =  1  giltig. 

III.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  d 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  da 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  b 
rücksichtigt,  indem  man  von  dem  Satze*) 

Gebrauch  macht.     Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  fix)  =  *(a;,  0)  +  ^(a:,  1)  +  *(a;,  2)  +  .  .  .  . 

X  um  &  wachsen,  ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten, 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


*)  Dieser  ist  ein  specielier  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  fo 
aus  letzterer  für  /  =  V',  a  =  o;.  n  =r  2. 
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12)  -  /(x  +  ft)  -  fix) 


•    •    •    • 


=  *'(^.  0)  +  ^'(a:,  1)  +  ^'{x,  2)  +  ^'(o;,  3)  + 

Uier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

^''Ca^  +  O-oÄ,  0)  +  fl}'\x  +  ^ih  1)  +  i\>'\x-it^2h  2)  H 

coQYergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Summe  eine  endliche  Grösse,  etwa  '-P*(a;,  Ä),  und  wenn  sie  dies  auch 
für  Ä  =  0  bleibt,  so  wird 

IAm[hW{x,  h)]  =  0, 

mithin  nach  Nro.  12} 

13)         f\x)  =  i\>'(x,  0)  +  i>\x,  1)  +  %>\x,  2)  +  .  .  .  . 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.     Es  sei  x  ein  ächter  Bruch 
if{%,  0)  =  0  und 


^(a?,  n)  =  —  l\\-^^^  =  Uni 


nach  §.  37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  Wi  +  W2  +  etc. 
wir  daher 


uu,.,  =  _,(._fl)_,(,_|l)_,(._|l)_.... 

80  folgt 

15)  f(x-\-  h)  -  fix) 


h 

2a;  2a;  2a? 

+  -^ — z^  H-  "^ — zi  + 


+  »ln^ 


1«  — a;»    ■    2'  —  ««    '    3«  —  «» 
V  +  (x  +  »ihy  2»  +  (X  +  »^h)* 


•   • 


^obei  h  so  klein  gewählt  werden  muss ,  dass  auch  o;  -|-  Ä  ein  ächter 
Bruch  iai  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross ,  wenn  man 
statt  X  •\-  ^2^i  X  -{-  ^B^  etc.  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

^ ^^ "^  ^  [1  —  («  +  »ihyy  ^  (2»—  l)ä  ^  (3«—  1)»  ^  ' 

liier  convergirt  die  von  x  unabhängige  Reihe  und  hat  eine  numeri- 
idie  Summe  8,  mithin  ist 

und 

IAm[hW{x,hy]  =  0. 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

ff(x)  =  —ZZ 1 ZZ 1 tZ L 

und  daraus  erhellt,  dass  im  yorHegenden  Falle  die  Differentiation 
der  Gleichung  14)  erlaubt  ist. 

§.  43. 
Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Keihe  mit  doppeltem  Ein- 
gange versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

*/  0       '         1        '         2       '  8         ' 

^  u^  ^  u^   ^  u^   +  w''  + 

+  «"  +  «°  +  «°  +  «°  + 

+ •  •  •  • 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  u      dargestellt,  wo  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken ,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  t*o    +  «*i    +  «'s    +  •  •  •  •  +  ^»-1 

+ 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  läset;  be- 
zeichnet daher  S^  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  imter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  ^  bei  gleichzeitig  unend- 
lich werdenden  m  und  n  nähert.  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
'  nur  positive  Glieder  besitze  und  8  zur  Summe  habe,  so  ist 
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3)  ■  s  -  8j;^ 

=  «,     +«.+1   +•••• 


• 

+  «r 

+  «^>   +««  +.. 

••  +  «r 

'         0                '         1                ' 

••  +  «r 

+  ••• 

und  da,  der  Yoraussetztmg  zufolge,  8  bei  gleichzeitig  in's  Unend- 
liche wachsenden  m  und  n  der  Grenze  £1  zustrebt,  so  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
verzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  man  tn  und  n  gross  genug  wählt.  Wegen  des  positi- 
ven Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
genden Grössen  zu: 


•^      «      •        "^      n  +  l      ^      n  +  2         ' 


.(«~1)    ,     _(m— 1)    ,     _(m— 1) 


(*») ./w»)  1^      (m)  I       •  I        (m) 

0  '         1  «~"1 

+  «<"+»+«<"+.'>+  —  +«^'-v* 

'0  1  '        n  -  1 

+ 

m  n  '        n+ 1       ' 

+  «<•»+"  4- «^1-^"+ 

+ , 

denn  es  besteht  jede  dieser  Summen  aiis  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind*).     Die  nunmeh 
Gleichung 

4)  g_s<'»>=9„+9<'»>+0<"" 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafür  sei 

5)  s  -  p^-»'  -  <fT'  =  sr  +  p., 


und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  I 
zontalreihen  aus  Nro.  1).    Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 


s^  =  u^  ^  u^  +  u^  + 


in  inf. 


u.  8.  w. 


wo  8,  s',  s^  etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat 
statt  der  Gleichung  5) 


(m) 


s  -  q'""'  -  ö;" 


i(m) 


s  +  s^  +  s"H +■ 


,(w-l) 


Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  ()^"*> 
öi"*^  gegen  die  Null  convergiren, 

6)  S  =  s  +  s^  +  s«  +  s™  H 

Femer  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 

"n  n  n       '     ^ 


*)  Die  Bedeutung  von  p^,  ^^"*^  und  ff^"^  wird  durch  folgendes  Sc 
vollkommen  anschaulich: 


• 

sr 

^(-) 

n 
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imd    Ixier  enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  aus 
Nro.    X).    Für 

$  =  u   4-  w^  -1-  w"  -4-  •  •  •  •  in  inf. 

0  0    '        0    '        0     ' 

s  =  u  4-  u^  4-  u^  4- 

1         1   '      1   '      1    ' 

u.  s.  w. 
ist  ü&mlich 

STfi  n  0  12  n— 1 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m  und  n 

7)  S  =  So  +  «1  +  «2  +  «3  +  •  •  •     • 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Yertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

IL  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
SchlüBse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

^i  u  .  u    etc.  ü  ,  u   etc.    Ferner  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
o'     1  o'     1  ' 

der  Horizontalsummen  s,  ff,  8^  etc.  convergire  und  S  zur  Summe 
;  es  ist  dann 


•  •■  •  . 


8  =  8+^+-^+S^   + 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S^**^  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 

angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  S  =  lAmS^^^);  von  der 

rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  s  irgend  eine  willkühr- 

liche  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werdeUi 

dass 
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8)  s^*"^      +  s^'^  +  ^-f  8^""-^'^  + 

0  '         l  2  ' 


0  '1  '2 

.(»»  +  2)    I     ..(m  +  2)    ,     ,,(m  +  2) 


'0  '1  '         2  ' 

+ 

weniger  als  |€  beträgt.  Andererseits  sind  5,  s^,  s^  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleicbgelten- 
den  Horizontalreihen,  z.  B. 

0        '         1        '        2         ' 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

n        '         «  +  1    '        n  +  2      ' 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 

dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <^ £ 

2m 

gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.     Die  Summe  der  m  Beihen 

n  '        n  +  1      ^^      n  +  2         »^ 

lässt  sich  daher  unter  \b  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  m  Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

^»        +  *^„  +  i    +  •  •  • 


•  • 


'0       '1       ' 


•   • 


+ 

kleiner  als  £  gemacht  werden  kann,  also  jedenfalls  eine  endliche 
Grösse  ist.  Durch  Hinzufügung  der  in  ^  enthaltenen  Glieder  ent- 
steht jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.  Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Reihen  geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
der  Beihenglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.     Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

+i(i-ö'-i(i-i)»+i(i-D»-ia-i)'+ja-i)' — 
+ia-^*-i(i-D»+i(i-i)»-Hi-ö'+Ki-i)' — 
+ 

worin  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
heben; die  Reihe  der  Horizontalsummen  ist  hier 

s  -f  gl  4-  gU  ^  gm  _! 


•  • 


1 
—  1  2       4_  1 


Für  die  Reih^  der  Yerticalsummen  findet  man 

So  +  «1  -+  «2  +  »3  + 

=  l_2_i_2_3l8_4l4_ 

hier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  h  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

-     Sa*-!  =  +  J    und    LmS2k-i=  +  h 
dagegen  bei  Zusammenfassung  von  2  Je  —  2  Gliedern 

h 
Sf*-»  =  5  -^  5r+T'  -^^'^2*-2  =  5  ""  1  =  — J. 

worauB  erhellt,   dass  die  Reihe  der  Yerticalsummen  nicht  convergirt, 
sondern  zwischen  -J-  |  und  —  l  hin  und  her  oscillirt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat ,  dass  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Summe  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird ,  erklärt  sich 

sehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  iS>      aufsucht.     Man  findet 


and  am  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten 


) 
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mass  man  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lassen;  dies 
gieht 

8  =  1—1  +  XmXiwK  l  —  ^Y^  J  . 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constant 
und  vergrössert  n  in's  Unendliche,  so  hat  man 

Xim  (l ]        =  1,  mithin JWwl^'mlfl J         =1» 

und  S=  +  |. 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendliche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

i^'m  f  1 ]        \=0,  mithin  Lim  IdmHl )        1=0 

und  S  =  —  J. 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einem 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
m  ^  1  ==  hn,  wo  h  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
wird 


Lim  Lim  [(l-  i)"""']  =  Lim[(l-]J"]  = 


C-» 


8  =  -l  +  e\ 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen ,   dass  11 )  bei    j 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestimm- 

ten  Grenze  nähert ;  dasselbe  gilt  von  Sl     und  daher  ist  die  betrach- 

tete  Doppelreihe  divergent,  obschon  sowohl  die  Horizontalreihen  als 
auch  die  Reihe  der  Horizontalsummen  convergiren.      Dagegen  wür-     i 
den  die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder    keine  co^vergirenden 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s  =  oo)  und  eben  desshalb  besteht  das    - 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

HI.     Es  seien  Pund  Q  die  Summen  der  beiden  convergirenden    i 
Reihen  ! 

Wo    +  Wi    4-  ^    +   «*8    +   •  •  •  •  I 
«'O    +    «^1    +   t^2    +    ^3    +    •  •  •  •  » 

von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  ihre  Convergenz  beibehalten, 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werden; 
in  der  Doppelreihe  ! 
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«0  «'o  +  «1  Vo  +  th^o  +  ^3  ^'o  +  • 

+  Wo  «^    +   Wj  t?2    +   • 

convergiren  nun  die  Horizontakeihen  und  hahen  die  Summen 

Fvo  ,     Pvi  ,     Pvi       Pvs  ,••••, 

auch  convergirt  die  Reihe  der  Horizontalsummen 

Pvo  +  Pvi  +  Pv^  +  Pvs  + 

=  P(vo  +  Vi  +  f 2  +  «^3  +•••)  =  -PC- 
Zufolge  des  in  II.  ausgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppekeihe  und  darf  nach  Verticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Reihe 

«0  fo    +   («0  «>1    +  Wl  Vo)    +   (««0  «^2    4-  «*1  Vi    +   W2  Vo) 

+   («0  «^8    +      Ui  V2    +   «2  Vi    -f  W.,  t?o)    +   '  •  •  • 

ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.  Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen führt  demnach  auf  den  in  §•  41 ,  II.  entwickelten  Satz 
zurück. 


Gap.  VII. 

Die  Potenzenreihen. 

§.  44. 
Die  llieoreme  von  Taylor  und  ICao  Laurin« 

Um  vorerst  zu  einer  Verallgemeinemng  des  in  §.  18  unter 
Nro.  17)  verzeichneten  Theoremefi  zu  gelangen,  setzen  wir  ähnlich 
wie  dort 

1)  flp(x)=/(a;):l-^/(x)  +  ^^=^/' (:.)+... 

•••+1.2...(«-l/^      *<*> 

und  verstehen  unter  cp  (x)  die  unhekannte  Summe  der  rechts  stehen* 
den  Reihe;  gleichzeitig  nehmen  wir  an,  dass  die  gegehene  Function 
f(x)  nehst  ihren  n  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig 
hleihe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  x  =  a  bis  a;  =  &.  Durch 
Differentiation  ergiebt  sich 


'p'^^^=iL.t-i/"''^'^^ 


und  da  unter  den  gemachten  Vorausetzungen  <p(x)  und  (p' (x)  von 
x  =  a  bis  o;  =  2>  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  kann  die  Formel  6) 
in  §.  8  oder  die  mit  ihr  identische 

y(«)  =  «>'g')-»>y+»[t-a])  y'(«  +  »tb-aP.    0<:^<1 
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aDgewendet  werden,  in  welcher  ^(x)  eine  willkürliche,  von  x  =  a 
bis  x-=h  endlich  und  stetig  bleibende  Function  bedeutet,  deren 
Differentialquotient  ilf' (x)  gleichfalls  endlich  und  stetig  bleiben  muss 
,  und  überdies  zwischen  a  und  h  keinen  Yorzeichenwechsel  erleiden 
darf.  Nach  Nro.  1)  ist  q>  (h)  =/(5),  ferner  lässt  sich  aus  der  Formel 
für  q>'(x)  der  Werth  von  g)'(a  +  d[ft  —  aj)  ableiten,  und  so  erhält 
man  aus  der  letzten  Gleichung  den  Werth  von  cp  (a).  Setzt  man 
auch  in  Nro.  l)  x  =  a  und  vergleicht  die  beiden  Ausdrücke  von 
tp  (a),  so  hat  man  das  Resultat 

^  1.2...(n— 1)  •'         ^^  . 

—  /•rw  i>(b)-tl>(a)  (1  -  »)-^ (l> -«)■'.,.,,_  ,  o^  ,. 
=-^^*> -«;'(« +  *[&-«]) 1.2...(n-l)     /^"^(«+^P'-"])' 

Für  h  —  a=:h  oder  &  =  a  +  Ä  folgt  hieraus  der  sogenannte  Tay- 
lor* sehe  Sata 

2)    /(a  +  Ä)-B.  =/(a)^-•^Ä+Ö)Ä^+.... 
^  1.2...(n— 1)        ' 
wobei  zur  Abkürzung 

»(a  +  fe)-t^(a)      (i_^)n-Y(n)(^4,^;^.)  ^_^ 
^^  ^"—       *'(a+^Ä)       *  1.2...  (w—1)  '* 

gesetzt  worden  ist  Zur  Gültigkeit  dieses  Satzes  gehört,  dass  /(e) 
/'(^),/"W».../^"^  W»  t(^)  und  ^'(.er)  von  £f  =  a  bis  i?  =  a  +Ä 
stetig  und  endlich  bleiben  und  dass  if*  (z)  innerhalb  dieses  Interval- 
les  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Für  a==0  und  h  =  x  ergiebt   sich   das   Theorem  von   Mac 
La n  r  i  n ,'  nämlich 

4)        /(«)- B.=/(p)+-^x  +  ^  «»  +  ... . 

^    1.2...(»»  — 1)  ' 

_  V  (a;)  -  ^  (0)  (1  -  &y-^/M(&x) 
^'  ^~      t'i»x)      '     1.2...(n-l)      *     • 

welches  aber  nur  gilt,  wenn  /(«),/'  (e),  /"  (e)  ...  /<">  («),  t{>  («■)  \u\4 
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i^'le)  von  £;  =  0  biß  js  =  x  stetig  und  endlich  bleiben  und  wenn 
if'  (ji)  innerhalb  dieses  Interv  alles  keinen  Vorzeichen  Wechsel  erleidet. 
Da  der  genaue  Werth  des  positiven  echten  Bruches  %"  unbekannt 
ist,  so  lässt  sich  auch  der  genaue  Werth  des  sogenannten  Bestes 
J?A  nicht  genau  angeben,  sondern  nur  sein  Maximum  und  Minimum« 
Sehr  häufig  aber  i&t  bei  unendlich  wachsenden  n 

6)  lAm  22n  =  0 

und  dann  hat  man  aus  Nro.  5) 

7)  /(x)=/(0)  +  -^a;+=^^«+.... 

d.  h.  die  Function  f{x)  lässt  sich  unter  allen  genannten  Bedingun- 
gen in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  verwandeln. 
Dass  letztere  convergirt,  versteht  sich  von  selbst.  Ob  und  unter 
welchen  Umständen  Lim  22«  =0  ist,  bedarf  in  jedem  Falle  einer 
besonderen  Untersuchung.  Diese  kann  man  sich  einerseits  durch 
passende  Wahl  der  beliebigen  Function  ^  {z)  erleichtem ,  anderer- 
seits kann  man  hierzu  folgenden  Satz  benutzen:  wenn  u^  einen  von 
n  abhängigen  Ausdruck  bedeutet,  und  wenn  ferner  bei  unendlich 
wachsenden  n 

—  l<Lim  !^^±1<+  1 

ist,  so  ist  Lim  Un  =  0.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  augen- 
blicklich aus  der  Bemerkung,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  unendliche  Reihe  Ui  -]- U2  -\-  Uz  -\-  etc.  convergiren ,  mithin  auch 
Lim  Un  =  0  sein  muss. 

Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  /  (x)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend« 
liehe  Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz- 
tere Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

8)  f(x)  =ao  +  ai  a;  +  a2  aj2  -j-  aa  a;8  +  •  •  •  • 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 
dann  die  Coefficienten  ae,  au  ^  ^tc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Gonver- 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

Z^ffl    1 r=r  X  Lim   ^^ 
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j^l    darf  mithin  die  Einheit  nicht  übersteigen,  folglich  mnss  Lim  — ^ 

eine  endliche  Grösse  sein,  welche  a  heissen  mbgS\  die  Convergenz 
der  Beihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  a  x 
ein  echter  Brodi  ist  oder 

—  -<«<+  -• 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  e  wieder  mit 
[ir],  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voranssetznng 


^[=£S^]=M<'- 


bei  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  ,der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  [cco?]  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
£.  Derartige  Werthe  von  n  mögen  h^h  -\-  l^lc  -\-  2  etc.  sein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

.    [a*+i  «*+T  <  [a*  o:*]  a.    [a*+2  «*+*]<[«*  a:*]  «»,.-.  . 
mithin 

<[a*«*], 7- 

1  —  B 

Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  folgt 

f{x)  =  «0  +  «1  «  +  «««*+••'  +  «*-!  Ä*~* 
+  «*«*  +  o*+i  a^+i  +  o*+2  a^+*  H • 

BD  belrägt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
wenigeir  ab  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
die  Yontehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

9)  /(«)  =  «0  +  «i«  +  «2«^  H +  a*-irc*-*  +  Q^kJ^^ 

1  —  fi 

worin  Q  %mexi  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
FOr  ^  =  Ö  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  ao, 

womit  der  Y^erth  von  a^  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Glei- 
chung 10)  von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  ^,  so  hat  man 
weiter 
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=01  +  020;  + •••  +  o*-ia5*-*  H --; 

X  1  —  fi 

beim  Üebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Quo' 
tient  linker  Hand  die  Form  \  an,  man  findet  aber  nach  der  lle^6i 
des  §.  31 

11)  — y—   =0l. 

Vermöge  der  Werthe  von  Oq  und  Oi  hat  man  Weiter  aus  Nra  9) 


a;» 

=  ba  +  Od  a?  H +  a*__i  a?*-^  ^.  ^Li 

1  —  € 

und  als  Grenzwertb  für  verschwindende  x 

Auf  gleiche  Weise   fortgehend,   erhält    man    für  irgend  einen 
Coefficienten  o,„,  wenn  Ä  ]>•  m  genommen  wird. 


«m 


1.2.3  .,.m 


Demnach  lasst  sich  eine  gegebene  Function  f{x)  nur  anf  eine 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe 
verwandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

Oo  +  ö^i  a?  +  02  a;^  +  «3  aj3  +  . •• 
=  bo  -f-  ^1  ^  +  ^2  ^^  +  ^3  a;'  +  •  •  • 

nur  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen   von  S 
identisch  sind,  nämlich  «0=2^0»  %=^i»  02  =  &ä  u-  »•  w. 
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er 


§.  45. 
Der  binomische  Satz« 

Dft  wir  die  Entwiekelung  yon  (1  -|-  x)f*  für  den  Fall  eines  gan- 

MD  ponüven  ft  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  ynr  im  Fol- 

fenden  immer  voraas,  dass  ft  keine  ganze  positive  Zahl  sei.     Behufs 

der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  ferner 

/(»)  =  (! +«>• 

und  haben 

/<*)  (a:)  =  fiOi- l)ö*- 2)...(fi- [Ä- 1])  (1 +a:)^-* 

wobei  die  sweite  Form  für  Ä;  ^  fi  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
8p&/ier  eintritt.  Sollen  nun  f{x\  f  (x\  /"  (x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  +  a?)*""^  nicht  verschwinden,  mithin 
ist,  wenn  man  von  x  =  0  ausgeht,  x  anf  das  Intervall  —  1  bis  -|-  oo 
lu  beschränken,  so  dass 

—  !<«<+   00 

die  erate  Bedingung  der  Entwiekelung  ist.  Nach  Nro.  4)  und  5)  in 
§.  44  und  für  ^  (ir)  =  xP  —  (x  —  zY  wird ,  !>  >  0  vorausgesetzt, 

1)  (1+xr^Bn 

=  ^+r*+^iT2— "^  + — m — "^  ^" 


•  •  • 


***"^  1.2.3...(w— 1) 


'       ^~  1.2....(w— l).i)  (l+da;)»-/" 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umstanden  der  Rest  bei  unend- 
lich -wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
die  beliebige  positive  Zahl  p  =  1  und  ertheilen  dem  i?n  die  Form 

X  —  %'X\^''^ 


/    _      ft    \   /x  —  ^x\ 
V       n-i;   \l+»xj 


Da  X  sBwischen  —  1  und  +  oo  liegt,  so  ist  1  -f-  ^*  jedenfalls 
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positiv,  mithin  ^x(l  -^^x)f^  ^  eine  endliche  Grösse;  daher  fra 
sich  nur  noch,  oh  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  gebe 
welches  hei  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze  Null  zustreh 
Nennen  wir  |  den  absoluten  Werth  von  x,  so  ist  für  positive  x,  6L 1 
für  a?  =  I, 

und  bei  negativen  a?,  d.  h.  für  x  =  —  |,  wobei  |  ein  echter  Brucl 
sein  muss, 

x  —  »x  ^  — !  +  -»!  _  _  I  — '»g^ 

i  +  d'x       1  — -9^1  1  — 0-1' 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mi* 
hin  ist  in  jedem  Falle 


[f^]  <  «• 


wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  +  00  liegt.  Aus  den  bisherige 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  Lim  Bn=  0  wird,  sobald  der  Ausdra< 

«■  =  ('-f)('-|)-'('-ir^)«- 

bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.     Da  nun 

i.»-„tl=X.n,[(.-f)|]  =  | 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <C  1  sicher  sta^ 
während  dagegen  für  |  >  1  sowohl  Lim  Un  als  LimBn  unendli« 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergai 
zur  Grenze  für  n  =  00 

3)     (i  +  .).=  l  +  ^.+fcl)..+  ?^^^^ 

-  1  <  o;  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  o?  =  +  1  und  äj  =  —  1  bedürf 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  x  =  -\-  l  haben  wir  »-' 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  p  durch  n  ersetzen, 

^^      ^  ^    ^  1.2.3 n  Vi  +^/ 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  let^ 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schliß 
Ben,  dass 
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^■»^  [(rb)"]  = ' 

San  müsse,  weil  -9"  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  das  Ver- 
schwinden von  Bn  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Um  hierüber  urtheilen 
za  können ,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  fi.  Bei  positiven  fi  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  ibl- 
gende  ganze  positive  Zahlen  k  —  1  und  Ä,  zwischen  denen  ft  ent- 
Halten  ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden 

f*(ft  — 1)  (ft  —  g)  '  '  ♦  (^-[^-1])_ 
1  .  2  .  3  .  .  .  .  n 

^    ^  1 .  2 . . .  ÄJ  *     {k  +  l)  (k  +  2) , .  .(k  +  n--h) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unveränderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

a(a  +  l)  (a  +  2) (a  +  m— 1)' 

a  =  ÄJ  +  l,    ß  =i  h  —  /t,    m  =  n  —  h 
önd  hat  nach  §.36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  ^  ß  ist.     Für 
jedes  endliche  positive  ft  gilt  daher  die  Gleichung 
6)  ftOi-l)»-2)...G.-[n-l])^^ 

1  .  2  .  3  .  .  .  .  n 
Wenn  zweitens  ft  negativ  etwa  f*  =  —  A  ist,  so  wird 

ft(ft  —  1)  Qa  —  2)  .  .  .  (^  —  [n—  1]) 
1  .  2  .  3  .  .  .  .  n 
=  /      1)«   A(A  +  l)(A+2)...(A+n~l)    ^ 

tod  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Hand'  gegen  die  Null,  wenn  1  >  A,  d.  h.  —  1  <^  —  k  oder  —  1  <C  f* 
ist  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <^  ft  <;^  -f-  oo, 
^i  dann  hat  man  auch  lAm  jB„  =  0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  x  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

6) i.  =  (_ i)nft(fi-l)  (ß-2).  .  .  »-[n-1])     ^^ 
^       ^  1.2....(n  —  l).p 


•)  So  würde,  z,  B,  für  ^  =  —  der  obige  Grenzwerth  nicht  =  0  son- 

^em  =  —  werden. 
0 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  fi  negativ  =  —  A  ist 
und  nehmen  dann  jp  =  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

_(A  +  l)(^  +  2)...(A  +  n-l)  l 

""  1.2 (n-1)  ■(i_^)»+i 

bestellt  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in's  Unendliche 
wächst,  wählend  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  A  beträgt;  demnach 
wird  Lim  R„  z=  cx),  Ist  dagegen  ft  positiv ,  so  kann  man  p  =  [i 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)  B„  -  (-  1) 1.2 (n-1) • 

mithin  nach  Nro.  1) 

/     .s„_i  (fi-l)Ot  — 2)...0t  — [n-1]) 

^       -*  1.2 (m  —  1) 

_  1         f*   j_  ftpt— 1)        ft(^  —  1)  (n  —  2) 

•—    X    —  ——     -f—    ——————     -^  '  -4—    •    •    •    •   • 

1^1.2  1.2.3  ^ 

.....      i)„_,  ^»-l)....»-[n-2]) 
^  ^       ^  1.2 (w— 1) 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

ß(ß  +  l)(ß  +  2),...(ß  +  m^l) 
«(«  -f  1)  (a  +  2)  ...  .  (a  +  w  —  1) 

=  1  -L  ^Z^    .    (ß-^)ß    ,    (/^~«)ig(^  +  l)    . 

■T-      a       "^  «(«  -f  1)  "^  a(a  +  1)  («  +  2)  "^ 

....        (/3~«)/3(^  +  l)>     ..(^  +  m~2) 
"^  «(«  -I-  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  m  —  1) ' 

welche  für  a=l,j3=l  —  fi,  m  =  w  —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

Lim  (f^~l)(^~2)>-  ..(ii-[n^l])  ^  ^ 

1.2 (w  —  1) 

mithin  LimJRn  =  0  ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
zu  folgendem  Theoreme:  . 

Die  binomische  Entwickelung 

(1  +  x)/* 

gilt  für  jedes  endliche  ft,  wenn  der  absolute  Werth 
von  X  ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  a?  =  +  1>  muss 
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dagegen  fi  zwischen   —  1    und   -j-  oo    liegen,    und    im 
Falle  X  =  —  1  darf  ft  nur  positiv  sein. 

Xlaufig  vorkommende  specielle  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
theorcms  sind: 

—  1  <x<  4-  1; 

9)       ,,   ^        =  1  -  1^  +  14^2  _  144^^  + 

VI  ^x  2       ^2.4  2.4.6       ^ 

—  1  <a?<  +  1; 

10)       Kl+«=1  H • 

^^  ^2         24^2.4  6  • 

—  1  <a?  <  4-  1; 

aus   der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 


11) 


~  2  "'"2.4   6   "^2.4.6.8  10  "*" 


.  .  •  •  • 


—  1  <  ÄJ  <  4-  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  ftten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
luter Werth  der  grössere  ist,  und  h  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 

12)  (a  +  h)f  =  aC(l  +  ^y 

Diese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
bi£^  hoher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  B. 


f  132  =  1^125  +  7=]/ 125(1  +  ^) 
""       I     "''    8     125         3.6\125/    "'"  3 . 6 . 9  \125/  i* 
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ir76=ir"8rr5=y8i(i-fj) 

\         4     81        4.8  \81/        4.8.12\81/  J 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 

§.  46. 
Die  logarithmisohen  Beihen  und  die  Ezponentialreihen. 

I.     Die  Annahme 

/(a5)=l(l  +  a!) 
giebt  zunächst 

/(«  M  -  (-l)*-'l-2.3...(fe-l) 
•'      ^^~  (1+«)* 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  f(x),  f  (x),  J"  (x)  eta  endlich  und  stetig 
bleiben  so  ktnge  x  zwischen  —  l  und  -|-  oo  liegt,  unter  dieser  Vor- 
aussetzung und  für  ^  («)  =  «»'  — (x  —  ef  führt  das  Theorem  von 
Mac  Laurin  zu  folgender  Gleichung 

1)  lil+x)-Bn 

^-^      ^^  p(l  +  »X)' 

.  Für  p  =  1  erhält  der  Best  die  einÜEtchere  Form 

X       /x  —  '9'rc\'*~^ 

^  =  ^-'y-'T+rx{TT^)    ' 

wegen  —  l<^a;<C  +  oo  istl  +  'O-a?  positiv,  mithin  der  erste 
Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;   ferner  gilt  wie  im  vorigen 

X  ""^  'Ö'X 

Paragraphen  die  Bemerkung,   dass  der  absolute  Werth  von  — ; — — - 

1  +  vx 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  x.    Der  Best  convergirt 

daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  echter 

Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1)  . 

2)  Z(l  +  a?)  =r  a?  —  Ix^  4.  la-s  «.  1^.4  _| ^ 

-  1  <  a?  <  +  1. 
Die  extremen  Fälle  x  =  -{-  1  und  x  =  —  1  verlangen  eine 
besondere  Untersuchung.    Für  x  =  -^  1  ergiebt  sich,  wenn  p  =  n 
genommen  wird, 


•    •    •    • 


•  •  •  I 
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nutkin  bei  unendlich  wachsenden  n   « 

lAmBn  =0. 
Pur  X  =  —  1  wird 

-"«  —  n(l  — ^)»* 

hier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in's  Unendliche,  dage- 
gen könnte  ^  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  unbestimmte  Form  oo  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, dass  LimJRn  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  ?(1  ^x)  =  \x  —  \x^  +  iajs  _  ia;4  + 

-  1  <  «  <  +  1. 
L&sBt  man  •—  o;  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  folgt 

4)  Z(l— a:)  ==  —  i«  —  |a;3  —  \x^  —  \x^  — 

-  l^x<:  +  1; 
die  Differenz  der  fflmchungen  3)  und  4)  ist 

5)  KS)  "=  ^^»*  +  5«'  +  b'  +  •  •  •  •). 

-  1  <  «  <  +  1. 

g 1 

Für  X  =  ,  wo  jer  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

und  damit  ist,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Werthen  von  e^  wie  z.  B.  für  j?  =  2  und  ^r  =  3 ,  ist  die  Formel  6) 
zur  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar;  bei  grösseren  jer, 
8.  B.  schon  für  jer  =  10,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
dass  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Ans  der  Bemerkung,  dass  Z(a  +  6)  =  Za  +  Zf  1  -| j  ist,  er^ 

halt  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 


7)         K«  +  ^)  =  ^a  +  i-j(|7  +  |(iy- 


•    •    •   •   _ 


—  l<-<  +  1; 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylor 'sehen  Satzes  en 
wickelt  werden  kann ,  dient  zur  Berechnung  von  l(a  -\-h)i  wenn  J 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  be(][uemere  Form 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entwicki 
wird,  nämlich 

8)  lCa+l>)  =  la  +  2[^^+l(^y  +  l{^y  +  ./ 

h 


Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  b,  weil  dann 


2a  + 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  vc 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt  IS,  Z4,  16  etc.  berechnen,  inde 
man  6  =  1  und  »  =  2,3,4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  braucl 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Rc 
hen  zu  berechnen.  .■ 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  den 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleic] 
zeitig 

0  =  c'*  und  0  =2  1>*'<V'» 

mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Log 
rithmen  nimmt  und  vergleicht, 

lg  ,  le  =  Hoge  .  Ih  oder  Iz  =  Hoge  .  Zö, 
und  umgekehrt 

Hoge  =  j-l£}  =  MbU, 

wo  Ml,  den  sogenannten  Mo  du  Ins  des  aus  der  Basis  h  construirt« 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg'sche  System  i 
&  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

HO  =  2,30258509,     Mio  =  0,43429448. 

IL  Nehmen  wir  f(x)  =  c*  so  ist/(*)(a;)  =  e*  und  es  bleib« 
daher /(a?),/'(aj),/"(a;)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mf 
Laurin'sche  Satz  giebt  dann 

«'  —  12» 
1  1 .  ^  1  .  2  .  .  .  (n  —  1) 
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ond  zwar  ist,  wenn  i>(jg)  =  s^  —  (x — j?)*  gesetzt  wird, 

^—  1.2.3...n'^     • 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  LimBn  =  0  wird,  sobald  x 
^Q«  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 

X* 

**"  ""  1.2.3...n 
fir^^en  die  Null  oonvergirt;  wegen 

Lim  ^^=^'  =  Lim  -|-  =  0 

^Xl.det  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt,  mithin 
^ti  LimBn  =  0  und 

^   1   ^  1.2  ^  1.2.3^      ^ 

Für  X  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
""^it  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lässt  man  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
^^^^0.  9)  die  Gleichung 

1^.»-^^  _        -         X    ,     x^  x^ 


0  e-'  =  l--  +  ^-^-^  + 


.    •  •   • 


^'^^Iche  mit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
^'^^rden  kann;  man  erhält 

-^  2  ^  1.2  ^  1.2.3.4  ^ 

^.  2  1   ^  1.2.8  ^  1.2. ..5  ^ 

Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwickelung  einer  beliebigen 
^^ponentialgrösse  a*^,  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
^^mHch 

,  xla        (xlay    ,    (x l ay    . 

"■      "^T"  "^  TTF  "^  1.2.3  ■*"  "" 

Setzt  man  in  Nro.  9)  e^  =  0  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 
^tiunen  irgend  eines  Systeme«,  so  folgt  x  =  y^  ,  mithin 

^  l   log^  ^  1.2  KlogeJ    ^ 
Hierin. liegt  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  dem  Logaiithmns  einer 


220  Oap.  VII.    §.  47.    Goniometrische 

Zahl  die  letztere  herzuleiten.     Am  einfachsten  wird  die  Formel  bei 
natürlichen  Logarithmen. 

§.47. 
Goniometrische  und  oyclometrische  Reihen« 

I.  Da  die  Differentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Sinus 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind,  so  lässt  sich 
der  Mac  Laurin'sche  Satz  auf  den  Fall /(a?)  =  cosx  anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Reste  t  {z)  =  «*  —  {x — zY  genommen  wird, 


x^ 
1)  cosx  —  ,    ^   ^ cos  (knn  -|- ^x) 

x'^    .       x^  x^      ,         ,         aj"~*  (n — 1)« 

=  1 U'*' U...  4-' tCos- ^--  • 

1.2^1.2.3.4      1.2. .,6^       ^1.2...(«--1)  2 

Aus  Abschnitt  U.  des  yorigen  Paragraphen  weiss  man   ferner, 
dass  bei  unendlich  wachsenden  n 

0/** 

Lim  =  0 

1 .2.3...n 

ist;  verbindet   man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos{\nn  •\-  %'x) 

nicht  über  das  Interyall  —  1  bis  -)-  ^  hinausgeht,  so  gelangt  man  zu 
der  Formel 

ir2     .  a?*  a?« 


•  •  •  • 


2)  c<>s^==i  __  +  _______  + 

welche  für  jedes  endliche  x  gilt. 

II.    Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man  * 

3)  sinx  —  sin{\nn-\'d'x) 

X  x^       ,        x^  ,         a?»-*  .    (n— 1)« 

—  —  — -f-  —  •  •  •  .4-* Sifi  — : 

~\         1.2.3  ^  1.2.. .5  ^1.2...(n— 1)  2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 

^.  .  X  x^       .         x^ 

4)  smx  =  —  —  +• .  .  •  •  • 

*^  1         1.2.3  ^  1.2. ..5 

Da  sich  aus  sin  x  und  cos  x  die  übrigen  goniometrischen  Functio- 
nen des  Bogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aller  goniometrischen  Functionen  gelöst.  Uebrigens  wer^ 
den  wir  später  noch  besondere  Beihen  für  tanx,  cotx,  secx  und 
escx  entwickeln. 
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HI.  Um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  /(a?) 
=  ar^inx  anzuwenden,  lassen  wir  zunäcbat  n  -^^  1  B,n  die  Stelle 
von  n  treten  und  schreiben  demgemäss 

f(x)  -  Rn^l 

— /W -r     j     •^^^    1.2        ^  ^  1.2...n 

Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 

/C*  +  i)(a;)  =  B^'^^arcsinx  = 

2i(i^xyV'v^\        2Ä— 1  l+a?"'"(2Ä-l)(2Ä-3)\l+J 

geht  nun  zunächst  hervor,  dass  f(x),  f(^)i  /"(^)  eta  endlich  und 
stetig  bleiben  so  lange  x^  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
daher  —  1  <^  x  <^  -\-.  1  voraussetzen.  Die  genannte  Formel  liefei-t 
auch  dieWerthe  von/'(0),/"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
zer aus  der  Belation 

•^         ^^  ~  l  —  x^ 

herleiten  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*  +  2)(0)=:^A;2yt*)(0) 

mithin,  weü/(0)  =  0  und/(0)  =  1  ist, 

/"(O)  =  0  ,    /^(O)  =  0        ,    /VI  (0)  =  0  ,...'. 

/"'(0)  =  1»,    /v(0)=12.3«,    /vn(o)=  12.32.5«, 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Resultat 

6)  arcsinx  —  I^n+i 

~1   "*"  2    3  "*"2.4  5  "'  '''2.4...(n— 1)   w' 

welches  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
ist.  "Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausführen,  so  würde 
man  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
kung, dass  der  Di£Ferentialquotient  von  arcsinx  eine   algebraische 

Function,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  — x^)"'^  ist  und  dass  folglich 
der  Differentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
mischen Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
Um  diesen  Gedanken  auszufahren,  bezeichnen  wir  den  Rest  i?n  +  it 
der  jedenfftlls  von  x  abhängt,  mit  q}(x)f  und  setzen  n  =  2m  —  1; 
es  ist  dann 
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6)  ar«^na:  =  -  +  --  +  — -  +  .... 

1.3.5...(2nt-~3)   g»«*-^ 
*  "  "*"  2.4.6...(2«t  — 2)  2i»— 1  "^  ^^^^ 

und  durch  Differentiation 

1  11^ 

...  4-  lig^5...(2m  — 3)        _^  , 

^  2.4.6...(2«t  — 2)  ^  ^^  ^ 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — x^  für 
X  setzt, 


V^l—a;«  2         '2.4 


•  •  • 


1.3.5...(2w  — 3)    j^_  3 


'*'  2. 4. 6. ..(2m  — 2)* 


1.3..(2».-1)        (         2»»+l^.  I   (2»»+l)(2»»  +  3)  ) 

+  2.4....(2»0     '^     r^2».  +  2'^  ^(2f»  +  2)(2m  +  4)'"  ^       j 

und  nun  giebt  die  Yergleichung  beider  Resultate 

q>'(x)  = 

2. 4. ...(2m)  /    ^2«t  +  2      ^  (2m  +  2)  (2w  +  4)      ^     I 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  femer  liervor,  dass  q)(x) 
und  (p'(x)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  +  1  endlich  und  stetig 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  '(p(x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

(p(x)  =  9(0)  4-  xq)\%'x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  9(0)  =  0  ist, 

^^'        2.4.....(2i»)  I    ^2»»  +  2 

(2«>  +  l)(2m  +  3) 
^  (2»»  +  2)  (2»»  4- 4)  ^ 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  liegt  zwischen  Kall  und 
sie  kann  daher  mit 
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s 

1  — -a^a-i 

bezeichnet  werden,  wo  s  einen  Dicht  näher  bestimmten  positiven  ech- 
ten Bruch  vorstellt.  Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
q)(a:)  ist  nun  nach  Nro.  7) 

^.  .  1.3.5...(2m— 1)  €^2"*a;2«»  +  i 

8)  arcstnx  —  ^    ,   ^ .^    . — '  -:: ktt 

2.4.6.....(2n?)         1  —  ^^x^ 

X    ,     1   a?3    ,    1.3  ar»  ,    1.3...(2w  — 3)    a;2m-i 

=  "T  +  T  "5-  +  7r~7  -^  +  •  ••  + 


1     '     2    3    ^  2.4   5    '  2.4...(2m  — 2)  2w— 1 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m  Glieder  und  wird  unend- 
lich für  m  =  od;  wegen  a?^  <  1  ist  in  diesem  Falle  Limx'^^  =  0, 
während  1  —  d'^x'^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
dass  mithin  die  Gleichung  besteht: 

a?    ,     1  a?3    ,    1 . 3  jr»        1 . 3 . 5  a;7 
9)      armnx=-^  +  j^  +  —j  +  ^~^j  + 

-  1  <  a?  <  +  1. 

Für  a;  =  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihi^e  Gültigkeit;  der 
Rest  erhält  nämlich  die  Form 


,    1.3.5...(2w  — 1)       B 

"T~  — T- — : •  -— - 


^2 


m 


2.4.6 (2m)  1  — -Ö-^ 

und  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
convergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  d'  die 
Einheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
daher  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


tn  |i^  =  y oder  §w  =  arcstn   w  — 


—  cosu 
9m 


2        ' 

worin  das  Wurzelzeichen   im    absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
sinu  =  X  wird   cosu  =  Vi  —  a;«,  u  =  aresin x^  mithin 

10)         \  aresin  X  =  aresin  y  =  aresin  y^ 

«wobei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.     Wäre 
non  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  a;  =  0  bis  o? 

l/T 

:=:  y  -^  bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  vonNro.  10) 
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entwickeln,  da  hier  y  das  Intervall  0  bis  V  -^  durchläuft,  wenn  x 
von  0  bis  1  geht;  demgemäss  ist 


I  aresin  x 


=  1/l.zV^  +  ,  [KI 


— V^l— a?2 


+ 


•  •  • 


2 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstei- 
genden Werthe  von  x'^  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln,  wie  For- 
mel 11)  in  §.  45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  3te, 
Öte  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 

\  arcsinx  =  fa?  +  ^x^  +  ^x'^  •] 

+ 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen,  welche  nach  §.41 
nöthig  sind,  um  die  Reihenglieder  in  Verticalcolonnen  summiren  zu 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  mcmi  zu  der  Gleichung 

11)  arcsinx  =  a?  +  |a;^  -\-  ^x^  +  *•••» 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  aj  =  0  bis  a?  =  1  oder  auch  von  x  =  —  1 
bis  a?  =  -|-  1»  d*  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke- 
lung  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  man 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfahrt  man,  dass  die 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x  =  —  lbisrc=-|-l  ausgedehnt 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  a?  =  0  bis  rc  =  Ir    — 

gegolten  hätte. 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcsinx  einen 
bokannten  aliquoten  Theil  der  Ereisperipherie  ausmacht,  so  erhält 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph'schen 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  a;  =  | 

7t  1,1         1       ,    1.3        1       , 

6  2^2     3. 2»  ^2. 4     5.2»^ 


-VI 


}t 


Die  Specialisirungen  a;  =  j/  ~  und  a;  =  1  liefern  ähnliche 

Reihen,  jedoch  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerische 
Berechnung. 
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AuB  Formel  9)  lässt  sich  endlich  noch  eine  Beihe  fdr  arccosx 
Ableiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccosx  ?=  J«  —  arcsinx 
Gebranch  macht. 

lY.     Die  in  §.  14,  lY.  entwickelten  Formeln  zeigen,  dass  dlo 
Differentialqaotienten  von 

/(a;)  =  ardanx 
für  jedes  endliche  x  continnirlich  und  endlich  bleiben;  femer  ist 

/CW(o)  =  o,    /f"+i)(0)  =  (— 1)*  1-2.3. ..(2fc), 
mithin  nach  Hac  Laurin  für  ^(xr)  =  o;»  —  {x  —  »Y 

f— 1)*~^  ic«  /  1  \ 

ardan  x \.     ^  sin  [  n  arctan  •--- ) 

nV{l+»^x^Y         \  ^^/     ^ 

1           1    •    .    1    .  .    r      *  N  sin  I  (n  —  1)  Ä    ^    - 

==}»-  |«8  -f  }«» +  (-1)»       ^_i        ^       ' 

X 

Der  absolute  Werth  von     .  i  ==  beträft  weniger  als    der 

Vi +^2  «2 

absolute  Werth  von  x;  der  Ausdruck 

x^ 1  /  ^  V 

nV(l+d'ix^y  ~  ^VVT+WP/ 

convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 

tmi-^x^j  =  0  ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 
abeölute  Werth  von  x  die  Einheit    nicht   übersteigt.      Da  femer 
mf  fiorctof»  -cT^)  das  Intervall*—  1  bis  •\- 1  keinenfalls  überschrei- 
tet, so  hat  der  Best  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 

Grenze,  und  mithin  ist 

I 

!     12)  wtdanx  =  Ja;  —  \x^  +  \x^  — t 

I  —  1  ^  ^  ^  +  1- 

I  Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einheit  betrügt^ 

kann  man  die  Gleichung 

1 
13)  arcUmx  =  Iä  —  arccoix  =  Iä  —  ardan  — 

benatzen  und  ardan  —  nach  der  obigen  Formel   entwickeln;    dies 

X 

"   giebi,  X  als  positiv  vorausgesetzt, 

^  Ä         1     .      1  1       , 

2         X        3x*        Bx'^ 
x>  1. 

«•kiemllcli«  AnalyilA    I.  \h 
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Bei  negativen  oo  sind  beiderseits  die  Vorzeiclien  nmzakebrcn. 
Purch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  £ntwi6kelang  von 
arccot  X, 

In  dem  speciellen  Falle  a?  =  1   geht  die  Gleichung  12)  über  in 

J«  =  }-l  +  i- *  +  •••••; 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  and  eignet  sicii 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Convergenz  der  Reihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  FormAn  erhält  num 
dadurch ,  dass  man  J  ^  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  £ndet  man  &  B.  naQi  Formel  10) 
in  Abschnitt  IL  der  Einleitung 

ijr  =  ardan  \  4-  arctan  |, 

|ä  =  arctan  |  +  arctan  |  +  arctan  |, 

und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 

rasch  convergirendo  Reihen  verwandeln« 


§.  48. 
Die  Methode  der  unbestimmten  OoefiBlcienten. 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Fanc* 
tioneh  zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  daslfiter- 
vall  zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  für  di< 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss ;  in  solchen  Fällen  wir< 
die  Restuntersuchuiig  uniiöthig  und  sind  nur  noch  die  Goefficiesiof 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Yortheil  At 
vom  Mac-Laurin*schen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  das  id 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefficienten  vorläufig  uöb©* 
stimmt  zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegp^ 
nen  Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7  g^ 
schehen  ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dienst^ 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Benpi^ 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragrapl»^* 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist»  so  gelang 
man  zu  dem  Resultate  i 

{arcsinxy  =  a?^  -f-  \x^  +  «ä;^  +  •  •  •  •  f 
welches  für  alle,  das  Intervall  —  1  bis  +  1  nicht  übaprschreitende^ 
gilt.    Das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  tritt  aber  ba  jener  Malti' 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  d^^  Mac-Latt" 
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rin^selien  Satze  schwer  zu  finden  sein,  weil  hier  /^"^(r)  ein  äofiserst 
complicirter  Ausdruck  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  (aresinxy  =^  (hx^  +  a^x^  -^^  OqX^  + , 

—  1  <  a?  <  +  1. 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  für  aresin  x 

mit  der  Reihe  für  (1  — x^~^  multiplicirt,  wobei  nicht  zu  übersehen 
ist,  dass  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  —  l  <^  x  <^  -^^  1 
convergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 


Vi  —  «* 

^  1  <  a?  <  +  1, 

tmd  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  nicht  näher 
bekannt. 

Um  nun  alle  a  und  h  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die  Glei- 
clmng  1)  und  erhalten 

„.  2arcsinx       ^  ,    ,       •    .    ^       »    . 

3)  .  =  2aja5  +  ^a^x^  +  ^a^x^  +  '  •  •  • » 

Vi  —  ap» 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Reihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
BWIS8,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  +  1  convergirt.  Multipli- 
cirt man  die  Gleichung  3)  mit  Kl  —  x'^  und  differenzirt  noch  cin- 
itt],BO  wird 


2 


=  (1.202  +  3.4a4a?2  ^  ö-Öaca:*  ^ OVl— ^^ 


X 


—  (2  02  3?  +  4a4a?»     +  6%^^      +  •  •  •),/ — > 

•    Kl  —  x^ 

lui^  Moltiplication  mit 3^  1  —  OJ*  verschwinden  die  Radicale  und  es 
^Atten  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodorch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht: 

1.202  +  3.404«»  +  Ö.eoea?*  + 

=         2  +  2«Oaaj2      +  4k^a^x^     + 


•  •  .  • 


Die  Yergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  \onx 

gWUnun 

2«  2« 

fl,  =  l.     «4  =  02^-^  =  —, 

_         4«    _     28.4» 
—  "^^  576  -  3.4.5.6'  ""•  *•  "^^ 

15* 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  k 

_  2^4g.6^..(2fe  — 2)«_  2.4.6...(2X;  — 2)    J. 
^"  ~"      3.4.5.6...(2)fc)       ~  3.5.7. ..(2Ä;—1)'   k' 

und  demgemäss  haben  wir  nach  Nro.  1) 

,.  /        .NO        x'^    ,     2  X*    ,    2.4  x^    , 

4)  (armn  ^)2  =  ^  +  -^  +  _^  +  .-... 

—  1  <  «  <  +  1. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  von  aresin x  entwickeln  lassen;  die  Goef- 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  o^,  a^,  Oq  etc.  auch  in  die  Glei- 
chung 3),  so  erhält  man  noch 

^.  aresin X  ,2     ,   ,    2..4   -    , 

5)  ,/  =  a?  +  —  »»  +  T~^^    + ' 

--  1  <  aj  <  +  1. 

Dieses  Resultat  gewinnt  eine  bemerkenswerthe  Form,  wenn  man 

jg 
X  =  , ,.  '  mithin    arcsinx  =  arctanz 

setzt;  es  wird  nämlich 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 

J  ar  =  aretan  \  +  arcian  \ 
findet  man  z.'B.  aus  Nro.  6) 

fl  _  ±  Fl  J.i  1.  4.  Ell  ("AV  4.  2.4.6  /2Y  1 

4  ~  10  L    "^3    10  "^  3.5  VlO/    "^  8.5.7  VlO/    "^  *  *  J 

^  10  1^3   10  ^  3.5  VlO/    ^  8.5.7  \10/   ^        J' 
wonach  die  Berechnung  von  n  sehr  leicht  ist. 

II.  Zufolge  der  in  §.  47  für  den  Cosiüus  eines  beljeHgan 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 


,  .     \        ,        ii^^  {aresin  xy    ,    ^^  (aresin  xY 

casQiarestnx)  =  l  «  ^  '  ^  ^    '    +     ^  ^  3  ^    — 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  arcsinx  entwickelt, 


•  •  • 
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cos Qi arcsin x)  =  1  —  -^  («'  +  Ja?*  +  ^»«  +  ••••) 

C-  (a?6  j_  .  .  .  .) 

720  ^'*'    ^  .        ^ 

+ 

Alle  bier  vorkommenden  Horizontakeihen  convergiren  von 
»=  —  lbi8a)=  +1»  femer  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
rammen  (die  vorige  Reihe)  mid  sie  bdiält  ihre  Convergenz  auch  in 
dem  Falle  9  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  sind 
also  die  Bedingmigmi  erfüUt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Yer- 
'    ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

mijiarcsinx)  =  1  —  ^x^  +  ^         ^  x^ 

720  ^ 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 

7)     m  dl  aresin  x)  =  1  —  Ä2X^  +  Ä^x^  —  Ä^x^  +  ••••» 

—  1  <  »  <  +  1- 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1  —  x^)    3  er- 
^t  man  noch 

Vi—«' 

- 1  <  «  <  +  1. 

Ganz    ähnliche  Betrachtungen    knüpfen    sich  an   die  Function 
^(fi  aresin  x)\  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 

(laresinx ^i^  (aresin  xy       ^^(aresinx)^ 

1         ""       1.2.3       "^  1.2.3.4.5 

verwandelt  werden,  welche  nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
^^"^x  in  eine  Doppelreihe  übergeht.  Letztere  genügt  den  Bedin- 
fif^en,  unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
^  Und  so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

^)         sinQi aresinx)  =  (ix  —  A^x^  -^^  Ä^x^  — 

—  1  <a?<  +  1; 

"^ch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von(l — a?^)~5  folgt  noch 
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,n\  sin  Qi  aresin  x)  t>     ^    i    n     & 

-  1  <  o;  <  +  1. 

Um  nun  die  Coefficicnten  zu  bestimmen,  difierenziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten 

11)  y^y  «^^^^'^^)  ^  2^,^  -^  4^.0.3  +  eÄ,x^ 5 

Vl  —  x^ 

die  Befugiiiss  zu  dieser  DiiTerentintion  liegt  darin,  dass  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Keihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  +  1  con vergilt. 

Wir  multipliciren  ferner  die  Gleichung  11)  mit  Vi  — x^  und  diffe- 
repziren  noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

(i^cos((i  aresin  x) 

Vi— «2 

=  (1.2^2  —  3.4^4a;2  +  ^.QAßX*  —  . .  .  )  Vi— rc« 

Vi  —  x^ 

oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  Vi  —  x^  und  gehöriger 
Zusammenziehung 

1 2)  fb^  eos  (n  aresin  x) 

=  1.2^2  —  SAÄ^x^'  +  5.6^6^*  —  7.SAbX^  +  •  •  • 
—    2«^2  a?*  4-     4«^  a?*  —     6«^  a?«  +  • .  . 
Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)   sein; 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  eos (^  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe 
und  schafft  die  zweite  Keihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
ms^n 

f*^— 0*^--22)^a;2  +  Ol«— 42)^4a;4  —  (|x2— e«)^^?«  +  •  •  • 
=  1.2^2  —  3.4^4a;2  +  6.6AqX*  —  7.8^0?«  -f-  •  •  • 

mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficicnten 

^«-172'     '**-^»~37r'=     1.2.3.4  ' 

A    —  A    f^'-^*  _  ft»(ft'-2»)0i«— 4«)      ^ 
"**-"**  "1T6~  -        1.2.3.4.6.6~*  *^ 
Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 
18)  eos  (jii  aresin  x) 

1.2       ^    1.2.3.4  1.2. ...6  ^  ' 

—  1  ^  «  <  +  1, 
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nnd  nach  Nro.  11) 

,  .N  8in(fi  aresin x) 

1  1.2,3     ^    ^  1.2. ..5  "" 

-  1  <  o:  <  4-  1. 

Die  Coeffidenten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung.  Man  differenzirt  zu- 
nächst die  Gleichung  9)  und  erhält 

,_..        ficasdi  aresin  x)  «  ^     «    .    ^  !,     . 

^^)  -,/;  ,  =  ^  —  Silg«»  +   6A5X* , 

Kl — «* 
was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss;  man  multiplicirt  femer  mit 

Vi  —  a?* ,  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  Vi  —  x'^ ;  dies 
giebt 

(i^  sin  Qi  aresin  x) 
=  2.SAzX  —  4.6Ä'^x^  4-  6.7^7«?*  —  .  .  . . 
+  fix  —     S^Ä^x^  +     6^AiX^  —  .  .  .  . 

Sabstituirt  man  f^  sin  (ßi  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
und- vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  so  gelangt  man 
zur  Kenntoiss  von  ^,  Ä^  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 

1 6)  sin  (ft  aresin  x) 


2»    _  f»(ft'-i»)         K."'-i^)(ft'-3»)  .  _ 
1  1.2.3       ^       1.2.3.4.6 


•  •  •  • 


•  *  •  •  • 


—  1  <a:<  +  1; 
endlich  giebt  die  Gleichung  15) 

.  eos((i  aresin  x) 

^^^  Vl-^x^ 

1.2  ^  1.2.3.4 

^  1  <  0?  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
17)  eine  goniometrische  Form,  indem  man  aresin x  =  w,  mithin  x 
r=r  sinu  setzt;  dem  Intervalle  x  =  —  1  bisa;=-|-l  entspricht 
dann  das  Intervall  w  =  —  -Ja  bis  w  =  -f-  |^»  ^»^  unter  der  ge- 
meinschaftlichen Bedingung 

gelten  bei  jedem  (i  folgende  vier  Gleichungen : 
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18)  cosiiu  =  1  —  1^«»»'«*  +  ^^^  3^^  «tn*u 

^fi»(ft»-^2«)ai?-4»i  

1.2. ...6  ^^'^  •*  ^        :-     • 

19)  — lL-  =  Li  sinu  —     ,    ^   ^     sin'u 

C03tf         1  1.2.3 

Mft^-^2»)(^»-^4«)  

^  1.2. ..5  • 

tt  u(u« — 1«) 

20)  smfiw  =  ^  smu  —  ^ ,    .    ^  ^  s»n»t« 

1  1,2,0 

ft(^a— 12)(^t— 32)    . 

^  1.2.3.4.5  ,  • 

^   cosu  1 .2  '  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  auch 
für  ti  =  Hh  |7t  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigen 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  nnd 
19)  Yorkommenden  Reihen  ab,  d.h.  sie  werden  zu  endlichen  Reihen, 
deren  erste  aus  \(i  •{-  1,  und  deren  zweite  aus  \^  Gliedern  besteht. 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Glei- 
chungen für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zahl 
V  ein  Bogen  de«  ersten  Quadranten,  nnd  bezeichnet  (p  (u)  die  Summe 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  sinQcxi  —  v)  =  +  sinv, 

q}(kn  —  v)  =  (p{v)  =  cosiiv  =  co8^(kx  —  v) 

oder  (p  (ic)  =  cosfiWy  wo  w  =  Jc7t  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  vor- 
stellen kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen,  dass  bei  ungeraden  fi  die  Glei- 
chungen 20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angedeutet 
wurden. 


§.  49. 
Die  unendlichen  Producte  für  Sinus  und  Cosinus. 

Nach  der  bekannten  elementaren  Formel 
1)  stnu  =  2fitn  —  sm  — 5 — 
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hat  man  zunächst 

.   .    jr    .    g  +  n 
stng  =  2sin  ~  sin  — ^ — , 

femer,  wenn  rechter  Hand  jeder  Sinus  wieder  nach  Nro.  1)  zerlegt 
wird, 

smM  =s  2*  sin  —  sin  — : —  sm  — - —  $in  — — — ; 

4  4  ^4  4 

die  Wiederholung  desselben  Ye^ahrens  liefert 

stnM  =  2^  stn  —  stn  — - — stn  — - —  •  •  •  s*n  — -- — • 

o  o  o  .  8 

'  Wendet  man  überhaupt  diese  Zerlegung  n-mal  an  und  setzt  zur 
Abkürzung  2"  =  p^  so  erhält  man 

stn  e  =  2«*~i  stn  —  &tn sm •  •  •  stn  — --^ ^ 

P  P  P  P 

oder  in  kurzer  selbstTerständlicher  Bezeichnung 
2)  sing  =  2P~i  SqSiS^  .  .  .  Sp^i. 

Die  Seihe  der  Factoren  So,Si,...Sp.i  werde  nun  in  zwei  Grup- 
pen So,  Si  ...  ^l,-,i  ^i^d  «1  ,  5ip .  1»  .  •  •  Sp—i  getheilt  und  die  zweite 

Grruppe  in  uttigekehrter  Ordnung  folgendennaassen  unter  die  erste 
gesetzt 

So,      Si,      «21      •      •      •      *lo— 1» 

3»' 

Sp— 1,  Sp— a,  .    .    .    Sip_|.j,  Si^; 
irgend  swei  unter  einander  stehende  Factoren  sind  dann 

Sf,  =  sm — , 

P 

.    (p  —  h)  X  +  e         .    hx  ~-  g 

8p^k  =  stn  ^ =  stn • 

P  P 

Das  Product  derselben  ist 

.    «  Ä  Ä  »   »    g 

SkSp^h  =  stn^ stn*  -—5 

P  P 

macht  man  hiervon  Gebrauch  far  h  =.  l,2,...Jp  —   1   und 

beachtet  noch  die  Gleichung 

«jp = ß"«  j. 

so  erhält  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende 


»■ . 
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3)  sing  =  2P-^sin  —  (sm^  -  —  sin^  -^  (sin*  —  —  stn«  -^ 

P  \        P  P/\        P  P) 


•  •  •  • 


isin'' 


■) 


COS 


p  p/      p 

Hieraus  folgt  noch  eine  specielle  Formel^  wenn. man  beiderseits 
mit  z  dividirt  nnd  nachher  zur  Grenze  fOr  onendlich  abnehmende  » 
übergeht;  sie  lantet 

4)       1  = sxn^  —  stw*  —  s%n^  —  •  •  •  stn*  ^^^ —  • 

P  P  P  P  P 

Dividirt  man  die  Gleichung  3)  durch  Nro.  4)  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  |p  —  1  mit  g,  so  kann  man  den  Quotienten  in  fol- 
gender Form  darstellen 

sinz 

5) 


1- 


sirn  — 
P 

sin  — 

•P/JL 


z        z 
psin  —  cos  - 

P       P 


sin 


1- 


stn 


2n 


stn 


±.\ 


stn 


qx 


TIA 


Lässt  man  p  ins  Unendliche  wachsen,  so  conTergirt  die  linke 


stnz 


Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze  ,  während  das  rechts 


verzeichnete  aus  3  =  ^  1> 


1  Factoren  bestehende  Product  zu 


einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht  hieraus  die  Mög- 
lichkeit, sinz  in  Form  eines  unendlichen  Productes  darzustellen; 
die  Ausfahrung  dieses  Gedankens  verlangt  aber  eine  genauere  Dis- 
cussion  des  Productes  in  Nro.  5). 

Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Gleichung  die  folgende  Gestalt 

sinz 


z        z 
p  »in  —  cos  — 

P       P 


=  (1  -  T,)  (1  -  T,)  (1  _  T3)  .  .  ,  ,  (1  -  r,x 
worin  irgend  eine  der  GrOssen  T,  1.  B.  T^  durch  die  Formel 

.     z  \» 


6) 


Tk^ 


stn 


SIH 


h» 
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bestimmt  ist.  Unter  h  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  <;^  q  ver- 
stebend,  zerlegen  wir  die  obigen  q  Factoren  in  zwei  Gruppen^  deren 
erste  k  Factoren,  und  deren  zweite  die  übrigen  q  —  k  Factoren  ent- 
hält; dem  entsprechend  schreiben  wir 

7)  ^^^ 

g  sin  —  cos  — 
P        P 

=  (1  -  r,)  (1  -  T,)  (1  -  T,)  ...  (1  -  T,).B, 

8)  B  =  (1  -  2i+,)  (1  —  rt+,)  ...  (1  -  T,), 

und  untersuchen  zunächst  das  Ergänzungsproduct  B.  In  den  Nen- 
nern der  mit  Tt^iy  T*4.2,  ...  Tg  bezeichneten  Brüche  kommen  die 
Bögen  vor 

(k  -\-  l)n   (fe  +  2)jr  qjt qTC 

P        '  P         '  "  '  p    ~  2g  +  2' 

die  sämmtlich  <C|3r  sind;  in  den  Zählern  steht  immer  der  Bogen 

e 

-,  welcher  kleiner  als  alle  jene  Bögen  ist,  wenn  z  K^kn  oder 

ÄJ>~  gewählt,  wird,  was  im  Folgenden  immer  vorausgesetzt  werden 

möge.  Da  im  ersten  Quadranten  dem  grösseren  Bogen  der  grössere 
Sinus  entspricht,  so  sind  die  Nenner  von  T^+i ,  T^j^^ ,  .  .  .  T^  imm^r 
grösser  als  die  zugehörigen  Zähler,  mithin  T^+i ,  T*+2,  ...  Tg  posi- 
tive echte  Brüche;  daraus  folgt 

(1  -  T,+i)  (1  -  T*+2)  ...  (1  -  Tg)<l 
d.h. 

9)  12<1. 

Fm  zweitens  eine  unterhalb  B  liegende  Grösse  zu  erhalten, 
benutzen  wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedes  Product  von 
der  Form  (1  —  «i)  (1  —  £2)  •  •  •  mehr  als  die  Differenz  1  — 
(«I  +  fij  +  •••)  beträgt,  falls  «i,€2i  •  .  •  positive  echte  Brüche  sind*). 
Hiemach  gilt  die  Umgleichung 

10)  B>\  —  (r,+,  +  T*+a  +  .  .  .  +  2V), 

die  sich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  Bemerkung  hinzubringt, 

C444  <k* 

dass  die  Function innerhalb  des  ersten  Quadranten  fortwährend 

X 


*)  Es  ist  nämlich  unter  der  obigen  Voraussetzung 

(1  —  €1)  (1  —  Ca)  =  1  —  («1  +  H)  +  HH  >  1  —  («1  + 
daraus  folgt  durch  Multiplication  mit  dem  positiven  Factor  1  —  C3 

(1  _  e^)  (1  -  fig)  (1  _  Ca) 

>  1  —  («1  +  «2  +  «3)  +  («1  +  «2)^3  >  1  —  («1  +  «2  4-  h) 

u.  s.  w.   • 
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abnimmt,  wie  man  ans  dem  negativen  Yorzeiohen  des  Differential- 
quotienten  ersieht.  Für  einen  zwisohen  0  and  |sr  liegenden  Bogen 
$  ist  daher 

T~  >     1         oder  -r-?  <C  TT? 


h7t 


mithin,  wenn  {  =  '■^—  gesetzt  und  quadrirt  wird, 

4Ä« 

sm 

P 


4  Vä  —  1        hj 


Diese  Umgleichung  multipliciren  wir  mit  der  folgenden 


( 


A« 


e^ 


und  erhalten  vermöge  der  Bedeutung  von  Th  (Nro.  6) 

Durch  Addition  aller  für  h  =  k  -{'  1,  Ä;-{-2,  ...g  hieraus  ent- 
stehenden Umgleichungen  ergiebt  sich  femer 


fSmer 


H+i  +  T*^a  H +  T,  < 


4  \Ä         «/  ^  4*' 


+  T.)  >  1  — 


41; 


nnd  um  so  mehr  nach  Nro.  10) 

12) 

Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  9)  und  12)  zeigt,  dass 

*-^         4* 
gesetzt  werden  darf,  wo  Q  einen  nicht  näher  bekannten  positiven 
echten  Bruch  bedeutet.     Unter  den  Bedingungen 

(^y  <  Ä»  <  3»  und  0  <  9  <  1, 

gilt  nun  die  Gleichung 

sin  s 
13)  -^ 7  = 

psin  —  cos  — 
P         P 

M  ^« 


1  — 


1- 


s%n  — 

_  P 

.    2» 
s%n  — 


O-ffD- 


Der  üebergang  lur  Grenae  f^t  uw^nvUvQh  wachsende  p  bietet  jetzt 
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keine  Sekwierigkeit  mehr,  wenn  man  sidi  dabei  k  als  constante  Zahl 
denkt;  nutteist  der  Werihe 

8tn  — 
P 

erhält  man  nämlich  ans  Nro.  13)  die  Formel 

welche  nnr  an  die  Bedingung 

—  hx  <^  e  <^  +  hn 
gebunden  ist.     Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 

•»)  ;^  =  •  (- -  i^)  (' -  i^iH' -  sSr). 

4* 
und  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  h  als  unendlich 

wachseod  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
die  Einheit,  wofern  0  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 
liche Product  wird  zu  einem  unendlichen,  und  so  ergiebt  sich  die 
für  jedes  endliche  0  gültige  Formel 

16)         ,«.,  =  , (l_^)(l-^)(l-^) 

In  dem  speciellen  Falle  z  =  \7C  erhält  man  hieraus 

n     1.3     3.5     5.7 

1      '  ■      •  "— ^— —  •  ^— —  •  ^.^—^  •  •  •  • 

2        2»         4«  6« 

oder  umgekehrt 

ÜL  — A    A     A     J^      -1     A 
2~l'3'3*5*6'7 

Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 

§•  48  Torgenommen  werden,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 

kfirzer  auf  folgendem  Wege.     In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  h 

durch  die  gerade  Zahl  2X;,  das  andere  Mal  0  durch  \0  und  haben 

dann  die  beiden  Gleichungen 

sinz 

8Ä; 

=  ^  0  ~1^VV  ~2^)  V  ^W) V  ~(2]k)^/ 

8m\0 


•  •  •  • 


1  _  !«£! 

16fc 


=  \'  (l  -^^(^  -4-^)0  "6^)  ""^  ~  W^ 


•    •    •■  « 
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worin  Qi  und  q^  positive  echte  Brüche  sind.     Die  erste  Gleichung 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

1  -.Ulf! 
o  k 

welche  Formel  das  Correlat  zu  Nrö.  15)  bildet.    Für  unendlich  wer- 
dende Ä;  geht  diese  Gleichung  über  in 

18)    cosJ.=  (l-3i^)(l-^)(l-^).....; 

auch  ist  noch,  wenn  e  durch  20  ersetfzt  wird, 

wobei  z  jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grosse  bedeuten  dar£ 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor,  dass 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  un- 
endlichen Producten  dargestellt  werden  können. 


§.  50. 
Die  Reihen  für  Tangente»  Cotangente  eto. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorigen 
Paragraphen  die  Logarithmen  bu  nehmen,  um  ¥äeder  auf  unendliche 
Kcihen  bu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  qoadrirt,  be* 
vor  man  bu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  giebt  folgende  Re- 
sultate 

daraus  erhM-lt  man  ferner  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 

erlaubt  ist^ 

-.V       .  1  2^  2ir  2jr 


M        (Ijr)«  — £r«        (25r>«— ^«        ^^Zity  —  gt 
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20  2z  2z 

*)   ^^»^  =  (j^).-^»  +  (|„).._^»  +  d^).-,,.  +  •  •  • '» 

oder  auch,  wenn  \z  ivcc  z  gesetzt  wird, 

^         ^  (1  Ä)-i  —  z^  ^  (3  Tty  —  ;^2  ^  (5  ny  —  ;ff2  ^ 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 
die  Formel  cotz  •\-  tan \z  =  esc z  benutzt,  so  findet  sich 

«N  \     ,  2z  2z  ,  2z 

6)    cscxr  =  ~-  +  — — —  — — + 


Um  noch  eine  Reihe  für  sec  z  zu  erhalten,  bringen  wir  die  Glei- 
chung 6)  auf  die  Form 

1,(1  1     >         j      1  1   . 

e         \3t  —  z       n  +  z)        t27t  —  z       2n-\-z\ 

^  [dJi  —  z         37t+Z) 

und  lassen  ^x  —  j?  an  die  Stelle  von  z  treten;  durch  Vereinigung  der 
emander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

*)       secz  =  -3 — : —  -s -4-  -3 •  •  •  • 

Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
Torkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 
zu  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

^M  ^^  ^M 

die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  ;r  bis  -4-  9r,  so  sind  — ,  ^r—i  -— 

'  7C     2k    37C 

etc.  echte  Bruche ;  dann  ist  femer 

'(^)='(-,s)+'(-ife)+<'-^)+- 

und  hier  lassen  sich   rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 

Formel 

Z(l— a;)  =  —  a;  —  |ir2—  ia;3— , 

-  l<a:<  +  1 

entwickeln;  dies  giebt 

I (?^ll\ _     ^^     __  1     ^*     _  1    ^^ 


2  04  ^    ^  ä 


22jr2        ^2^71^        «2«3r6 

£f2  j     Z*  1      jr« 


3-':7r-'        ^3^  7t*        ^3«3rG 


•  •  «  » 
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Die  vorstehende  Doppehreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaaht  ist,  folglich 
hat  man  auch 

\    M    /  1  \  1«    ^    2»   ^   32   ^         /  Ä« 


iL 


2  Vi*    ^    24    ^    34    ^  / 

3  Vi«     ^     2«     ^     3»    ^  /   3C« 


Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizontal- 
reihen  mi^  82  i  84 ,  Sq  etc.,  so  dass  überhaupt 

8)  S«  =  —  +  —  +  —  +  .  . .  . 

-'  "*  1«     "^    2**  3*" 

ist,  80  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

^.         .{$inz\  .Siif^        .S^sf*        ^8ez^ 

—  Ä  <;  j?  <;  +  Ä. 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Gleichung  2) 
vorgenommen  werden,  sobald  jg  innerhalb  des  Intervalles  —  |  sr  bis 
4-1^  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  T«  ==  -—  +  —  +  —  4.  .  •  .  • 

erhält  man 

,,,     ,  ,22Ttir»        ,2*!r4ir4        .  2«Iiir« 

11)  Zco5ir  =  ~}-^^--i~j_-.|-.^^^j ,        . 

—  |3r<ir<  +  1». 

Die  hier  vorkommenden  Summen  Tg,  ^4,  T«  etc.  lassen  sioli 
wieder  durch  Sn,  S4,  Sq  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist-nämUcH 

— —    Om    ^^^^  '        -I—    ■■  -I—    ■  «-4—    •    •    •    • . 

2"  2'»  4"»  6*" 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 
2«— 1„  1,1,1. 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  Icogg 

_       ,(2*— 1)8,0^       ,  (2*- 1)5« 5«        ,(2«— 1)S,<« 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  analog  behandeln,  wobei  man 
die  für  —  kx  <^  is  <^  -f"  ^^  geltende  Reihenentwickelnng 
a  e  1 


Qcny^z^        {kny 


\k3t) 


•  •  •  • 


(ää)«    '    (kn)^    ^   {kny 

ta  benutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  n&mlich 

,ox          *'           I  2Sair         28^^^        28sg^ 

13)      eot0  = -^  *  ^ 


» 

Ä« 

Ä* 

n^ 

• 

—  « 

< 

i^<  + 

ä; 

2(2«- 

l)S,B 

-4- 

2(2*  — 

1)S4^« 

,    2(2<^-l)flt,;gS    , 

H ^e +  •••• 

—  |ä  <;  i?  <C  +  1^- 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  g  durch  \  z  und  addirt  die 
entstehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

15)      csee—  ^    -h  ^,  i-        2,^^ 

(2»-l)Si;ir^ 

—  «<#<  +  «, 

wie  skli  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  sece  Zugewinnen,  beschränken 
wir  in  Nro.  7)  die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  |  ;r  bis  +  5 « 
imd  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 

nn        4  1 

Indem  wir  zur  Abkürzung 

}. L4._i L4. 

16)  Um  j^m  3«!       •'5m  ym       » 

setzen,  gelimgen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

SeblOmlleh,  Analysls  L  16 


•  .  •  • 
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17)  sec,  =  -^  +  -^  +  -^  +  ••••. 


2 


31  <;  jT  <;  +  I  '^^ 


An  die  Gleichungen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  werth- 
voUe  Bemerkung,     Die  Tangentenreihe  muss  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-L aurin  un- 
mittelbar  auf  die  Function  f(e)  =  tane  anwendet;   es   ist  daher' 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


tanz  =  i — - — ^jer  +  ^^ — jr^^    + 


•     ,     ,    •    • 


und  zwar  bezeichnet  hier  (I^tanz\  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  Ate  Differentialquotient  von  tane  für  0  =  0  erlangt.  Der 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  k  jederzeit 
(D*  tan  z)q  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findet, 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  Tz  die  Relation 

{iy^tanz\         _  2(2*  +  ^— l)g^  +  i 
^^  1.2.3 lc~  31*  +  ! 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)  in  §.  14  für  a;  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

(D^  tan  0)0  =  tjt,  {h  ungerade); 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  r„  —  (n)^tn-2  +  (n)4,rn-4  —  •  .  •  =  sm|n3r, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  r|,  T3,  t^  etc.,  wenn  succes- 
siv  n  =  1,  3,  5  etc.  genommen  wird.     Man  hat  nun  einerseits 


•  •  •  • 


20)       .an.  =  ^.+^^^.3+_^ 

ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  k  =  2jp  —  1 
sein  möge, 

2n  o t2p-in^P 

J  ^P  —  2(22J»— 1).  1.2...  (2i?— 1)* 

Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  tj,  Ta,  r^  etc.  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sind,  und  zwar 

^1  =  1.     Ts  =  2,     T5  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  all  bekannt,  so   zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  S^,  S4,  Se  etc.  gefunden  werden  können,  b.  B. 
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1.1.1.  Ä« 

6    ' 

90  ' 


1« 

-r 

2» 

■r  3,   i- 

1 
1* 

+ 

1 
2* 

+    3,    + 

1 
1» 

+ 

1 
2« 

+    3«    + 

O.  8.  W. 

946' 


Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
dass  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  mit  der  Ent- 
wickelnng 

secjf  =  1  +  -^^ — - — -0  +  ^— — ^^'  -]-.... 

fibereinstimmen  mnas;  demnach  hat  man  für  ungerade  k 

(D*scc£r)o  =  0 
und  för  gerade  h 

^^^  1.2,3...Ä""       Ä*  +  i 

Zar  Abkfirzung  sei 

{I)^sece\  =  tif  (h  gerade); 

die  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  x  =^  0  und  bei  geraden  n 

23)  U  —  (n)%tn-2  +  (n)4tn-4  — =  0, 

woraus  man  r^,  v^y  x%  etc.  erhält,  wenn  man  der  Reihe  nach  n  =  2, 
4,  6  eta  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits 

24)  «^,=  14--^^..+^-^fi^  .*  +  ..... 

andererseits  nach  Formel  22)  für  A;  =  2 j> 

25)  Oip+i  =- ^ 


22p  +  «l  .  2  .  .  .  (2jp)* 
mithin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

Tj  ==  1 ,       r4  =  5 ,       te  =  61  etc. 
zur  Bestimmung  der  Summen  Ui,  Uj),  Uj^  etc.  dienen;  so  ist  z.  ß. 

_1 1_        J; ^ 

13  3»      '      5»  '  '     *         32 

u.  s.  w. 

Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sin\nn  statt  0,  was 
bei  geraden  n  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung^  weLohA 
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in  Nro.  19)  für  ungeraden  verzeichnet  ist ;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.     Aus  der  Bemerkung,  dass 

secz  +  tanz  =  tan(\n  +  i^) 
ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tandTC  +l,)=l  +  ^^  +  YT2^'  "^  1.2.3'^'+'   '• 

worin  alle  mit  r  bezeichneten  CoeMcienten  vorkommen. 

Die  Reihen  fär  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  beschliessen  wollen«  Nach  Formel  13)  ist 
nämlich 


i^..n S,*'  S,x< 


xcotlx  =  1  — 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurin  liefern 
27)        \x  cotlx  =1-^-^-  ^^,^3^^  -  . 


—  2«  <  0?  <;  +  2«, 
wobei 

B^p^i  =  —  [IßP (^x  cat\x)\ 

gesetzt  wurde.  Aus  (jründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  ^i,  B^^  B^  etc. 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

2^p-^n^p~  1.2.  3...(2i)) 
oder 

^^'  *'- 17273777^)' 

und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 

29)        co<.  =  -l-m,_        2*^»        -< 


e  1-2  1  .-2  .  3  .  4 

_  2«Jg5 

1  .  2  ...  6 

—  «<#<  +  ar; 


z^  — 


l' 
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'  1.2  ^1.2.3.4 

26(20-1)^  ^_^ 

^    1.  2.  ..6        ^ 
—  5«  <«<  +  I«; 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bern oulli' sehen  Zahlen  erhält 
man  durch  Yergleichung  der  Formeln  21)  und  28);  es  folgt  nämlich 

^^^  ^2P-1  —  22p-l(22i>-,l)' 

mithin   köniien    die  Bern  oulli' sehen  Zahlen  aus    den    Tangenten- 
coefEcienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 


6  •    ^  "~   30  '       ^         42  '    ^         30  '    ^  "T   66   ' 
691        ^  7       _  3617       _  43867     ^ 

^^^  =  ^730  '    ^^'  =  T'    ^^^  =  "öTT'    ^^'  ==  "798"'  ^^'- 
Anfangs  fallen  diese  Werthe,  von  B-^  an  steigen  sie  wieder,  und  da 
nach  Nro.  28  hei  unendlich  wachsenden  $ 

ist,  80  nennen  die  Bernoulli'schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
als  irgend  eine  geometrische  Progression.    > 

§.  51. 

Beilienentwickelungen  für  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Da  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze /(«  -f-  h)  in  eine  nach  Poten- 
zen von  h  fortschreitende  Reihe  yerwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  hei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge* 
änderte  Function  F(x-\-  h^  y  -\~^)  nach  Potenzen  von  h  und  k  ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
specielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)  f(t)  =  F(x  +  ht,y+.kt)  i 

f ür  ^  =  1  annimmt;  als  Function  von  t  betrachtet,  läast  sich  f(t)    ] 
nach  der  Mac-Laurin'schen  Formel 


•  ••••• 


"•+1.2. 3... («-!)'         +*• 
in  eine  Reihe  umsetzen  und  hieraus  muss  für  ^  =  1  die  gesuchte  Ent- 
wickelung  von  F(x-\-hy  y-^-k)   hervorgehen.      Durch    succcssive 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

u.  8.  w. 
von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  F  zuerst 

als  Function   zweier  Yariabelen  |  und  17  behandelt,   welche   mit  i  - 
durch  die  Gleichnngen  |  =  35  +  ^^  ^^^^  1?  =  y  4"  ^^  verbunden 
sind.     Für  t  =  0  wird 

f(0)  =  F(x,y), 

dF  dF 

-^  ^^^  =  -8^*  +  ^äTäi?**  +  W    ' 

XL  8.  Wt, 

überhaupt  stimmt  /^*^^(0)  mit  dem  vollständigen  mten  Differential 
von  F(Xt  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  dx  durch  h^  und 
dy  durch  Ic  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieben 
ist  aUo 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 


8» 

+  ls— Ä+'S— fc)    T—st* 


/ 1  1    \"-i       d'-^F 

+  V8^*  +  äl7*;       1.2.. ..(«-!)'"" 


I* 
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wobei  noch  der  Best,  woför  wir  die  Form  wählen 

^"  =  l.2*S....J'''^^^'         0  <  ^  <  1. 
Airdi  F  annEttdröcken  ist.     Die  Yergleichung  von  f\t)  und/'(0), 
/"(O  imd/"(0)  etc.  lehrt  nun,   das8/<">(0  als  Dasjenige  betrachtet 
▼«den  kann,  was  ans  f^*^(0)  wird,  wenn  a?  +  Ä<  für  a? ,  und  y  -{'kf 
for  y  eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

Boilt 

miUnn,  wenn  &■{  an  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 
4)  _  t*F,(x  +  »ht,9  +  »ht,  h.  Je) 

För  ^  =  1  hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelung 


+ 


1.2.3...(n— 1) 

Fn(x  +  &h,y  +  ^h,h,h) 


"'*■  1.2.3...n 

dieee  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  Functionen  F,  Fi 
Ff y  .  .  .  Fn  stetig  und  endlich  bleiben,  während  o;  bis  o;  -|-  A  und  y 
bis  |f  -|-  I;  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausfuhrung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen x=0,  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  k, 
so  erh&lt  man  die  Entwickelung  von  F{x ,  y)  nach  Potenzen  von 
X  und  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Yariabelen 
und  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
leiten, dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 

§.  52. 

Das  Unendlichkleine. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differentialquotienten  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
sa    finden;   es  kann  abei:  auch  umgekehi-t  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  hekannt  ist,  zur  Ableitung  Her  Diffwentialqti 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  M 
/(rc  -|-  h)  folgende  Reihe  gefunden 

1)  /(«  +  Ä)  =  ^0  +  ;:iÄ  +  ;:,Ä«  +  •  •  •  +  a^n-iÄ«-^  + 

"^^  Xo»  %\'f»Xn-^\  bekannte  Functionen  von  x  und  9„Ä"de] 
falls  bekannten  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  A  =3  0 

2)  m  =  %,. 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unt 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

^)    ^ =  Zi+J^3'*H V  %n~inr    '-)r^ 

und  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

4)  /'(«)  =  Xi. 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  1)  f{x)  für  %fi  und  /'(a?)  fu 
folgt 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  Y^  =  %%    odet  /"(a;)  =  1  .  2  jj,- 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  ma 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n^  m  g^ 
wird, 

/(«»)(rc)  =1.2.3...  ^%n,. 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene 
tung  und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  £ 
lung  1)  mit  der  Taylor 'sehen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  al 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  X2  ^»  %^  ^'  ®*C' 
sig  war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus 
ben  Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der 
%3^,  ji^h^  etc.  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der 
von  o;,  also  =  ^^x  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  di< 
sehe  Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines 
rentialquotienten  oder  einer  Differentialgl« 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  weglassen,  wel 
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here  Potenzen  von  ^x  enthalten,  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  beträgt. 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  DifFerentialreehnung  beweisbar 
ist,  zur  Bestimniiing  vond[(iC**»)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
^egel  gemäss  folgendermiEtassen;  es  ist 

^{^)  i=  (a?  -f-  z/a?)"»  -^  iC»  rr=  mx^~'^/lx  -f-  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc."  bezeichneten  Glieder 

J(a^)  =  mx'^~^dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet (p(x)  die  über  der  Abscisse  OM=x  stehende  Fläche  B  OMP, 
^x  die  Abscissenzunahme  MMi  =  PU,  y  die  Ordinate  3f  P,  r  den 
Beruhnmgswinkel  UFT  (Fig,  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  B  OMiPi  =  Fläche  BOMP 

+  Rechteck  MMi  UP 
+  Dreieck  PUT 
+  Abschnitt  PTPi 
oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
M    tJti        PTPi  einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPi  U 
ausmacht, 

9(«  +  -^a?)  =  g)(x)  -f  y  Jx  -f  \tanx  ,  ^x^  -f  iQ^x^dy, 

«waua  folgt 

— :j^ -^^-^  =  y  +  \{tanx.  dx  4-  ^y) 

nnd  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  dx 

— 2^  =  w    oder    dq>(x)  =  ydx. 
ax 

ffinr  fibersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PüTund  'den  Abschnitt  PTPi  in  Rechnung  zog,  am  un- 

« 

Kchten  Platze  angebracht  war;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
Udner  ^x  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  ^q>(x) 
mit  dem  Rechtecke  y^x  überein **  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer"  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  ^  in  die 
Sprache  der  Analjrsis  einfährt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
dq>(x)  =  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Yaria- 
belen;  so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  d^fix^y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  zweiten 
sind,  nämlich  /Sx^^y^  ^x/ly*^^  ^x^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grrenze 
hahen,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössen; 
in  diesem  Sinne  sind  die  I)ifferentiale  dx^  dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  dx^^  dx  dy,  dy^,  heissen  entsprechend  Unendlich- 
kleine zweiter  Ordnung,  ehenso  sind 

da;"*,      dx^-^dy,      dx^'^^dy^,      dx^—^dydx,  etc. 

Unendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleiohunj 
ühersteigen; 

eine  Ungenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  imme^:::^ 
nur  um  Greuzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzübecrr-- 
gange  alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Yorac^^jB 
weggelassen  worden  sind,   in  der  That  gegen  die  Null  conYergire^:si 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 


Oap.  VIII. 

Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

§.  63. 

Die  algebraiBohen  Functionen  complexer  Zahlen. 

Sowie  man  -  eich  jede  negative  Zahl  —  y  dadurch  entstanden 
en  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
mnltiplicirt  worden  ist  [ —  y  =  ( —  1)  y] ,  so  kann  man  auch  imagi- 

uäre  Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imaginären  Einheit  V  —  1 
^^tiplicirt;  dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

^d  gewöhnlich  zur  Abkürzung  y  —  l=i  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
chungen 
(t*=-  1,     f4=-|-  1,     »6  =  _i,     is=+i^ 

( t'  =  —  t  ,    i»  =  +  »  ,     i^  =  —  i  ,     i»  =  -|-  i  ,  .  .  . 


finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
*Sf läset  sich  femer  ein  Complex  x  ■\-  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
komplexe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  Theil.  Während  wir 
^^  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Yariabele  s 
«iner  Function  f{z)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
"^1.  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  z  als  eine  complexe  Variabele  he- 
chten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
Rechnungsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  n?  =  £ , 
y  =  ij  ist  hiemach  x  +  *2/  =  l  +  ^^  ^^^^  umgekehrt. 
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Addition  und  Subtraction.  Unter  derSumme  zweier  con 
plexen  Zahlen  x  -\-  ijß  und  |  -|-  t  iy  vei*stehen  wir  den  Ansdruc 
(*  H-  I)  +  •fy  +  >?);  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  den 
nach  eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.  Für  die  Sul 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  flrklämng  bei,  dass  der  g< 
suchte  Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt^  wieder  den  Minnende 
geben  mnss.  Hiernach  findet  man  sehr  leicht  (X  +  t  r)  —  («  +  »J 
=  (X — x)  -|-  i(T — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.  Unter  dem  Prodncte  zweii 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebild. 
ist,  als  hatte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  mnltiplicirt  und  dab 
f*  =  —  1  gesetzt,  nämlich 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewohnliche  Definition  ft 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

die  Unbekannten  m  und  r  ans  der  Bedingung 

»  +  •>  =  (X  +  iY)  {m  +-  •>)  =  (Xm  —  F»)  +  t(Xr  +  Yu). 

Diese  Helert  die  Gleichnngen 

X  =  X»  —  Tr  ^    y  =  Xv  +  TUy 
und  wenn  man  die  hieraus  gesogexMB  Werthe  von  m  und  v  in  ^ 
obtge  Glttchong  sabstituirt>  so  erii&It  man 

^^  X^iY~  X^  ^Y^    •       X^  -^T^  ' 

Zu  dem  nättHchea  Resultate  gelangt  man  aoch  dadurch,  d< 
man  linker  Hand  Zähler  und  N^foner  mit  X — iT  multipiicirt  im 
dus  Gleiehung  ^X  +  iT)  (X  —  »D  =  X^  +  1^  beachtet. 

YdB»  aadisre  >Ktf(hode  zur  Aurtf&hrnng  der  MoIdplicatiQn  aJ 
DtTwiioa  c<Ntt]ß2MM9  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung,  daaz  j^ 
cpmtpLexe  Zahl  Jr  +  *y  unter  der  F^rm  ri^v^i  4.  i;Md)  dargcatei 
werdm  kanik    Ana 

^)  ji  -I-  iy  =  r^iAf^fi  +  ismtf)  —  ruwi  +  irsmß 

MgeB  aftmlifih  die  Gleichiuigett 

■M  =  rcw'i  ^    y  r^  r;)»M(/ 
ujvi  vÜeee  gebesi  wenn  r  und  t)  al»  Unbekannte  asgeee&sft  werdsOi 
^)  ^*  -;-  y*-=  r*.     r  =  V  if*  r  y^ 
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worin  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.     Man  nenn< 

laer  r  den  Modulus  der  complexen  Zahl  x  +  iy  und  nimmt  ihn 

stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus« 

taick  oj*  +  y*,  nennt  man  die  Norm,  6  das  Argument  oder  die 

Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  a?  -|-  *y  in  r(co$0  +  isinO) 
ist  es  nicht  mehr  ndthig,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachte 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r(co8d  +isinO}  .  ri(cosOi  +  isinOi) 
=rri[eo8d  cosOi  — ««»Ö  ainOi  +  i(sinO  cosOi  -\-cosO  sind\)] 
=rri  [C08(e  +  öl)  +  isin(d  +  öi)], 
der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli ,  das 
Qeoe  Argument  die  Summe  abgegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Regel  gelangt  man  zu  der 
gemeineren  Formel 

^)    fiicasOi  +  isin0i).r2(cos09  +  isin 62) . . .rm(cos dm  +isinOm) 
=  ''i*'i...r«[cos(0i  +  öa  + ...  +  Ö„)  +isin{di  +  Ö3  +  -  +  0m)]. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.  Multiplicirt  man 
^^ich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

r(cosO  -j-  isinO) 
ri(cosOi  +  isintii) 

""t  —(cos Ol  — isinOi)^  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

der  gesuchte  Quotient 

—  (co$0  +  isinff)  (cosOi  —  isinOi) 

f 
=—  [cosQ  co$Oi  +  sind  sinOi  +  i(sinO  cosOi  —  cosO  sinOi) 

^  zusammen 

ri(cosOi  +  tstnOi)        ri  *•     ^         ^  ^  '^ 

Potenzirung  und  Radicirung.    So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  0^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
^1^8  •  .  •  ^m  für  gleiche  g  entsteht,    so    möge  [r(cosd  +  isinO)]^ 
Daigenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  und  6  gleich  sind;  man  hat  dann  die  Formel 

9)  [r(co80  +  isinOyy^  =  r^(co$md  +  isinfnO)^ 

welche  den  Namen  des  Moi  vre 'sehen  Satzes  fuhrt 
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Unter  jcr"   verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen  » 
diejenige  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  b^  ist;  setzen  wir  daher. 

m 

10)  [r{cose  +  ismÖ)]"  =  gicosn  +  istnijX 

wo  Q  uud  1}  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(cösö  +  fSMifl)]'"  =  [^(co8i|  +  fÄmii)]» 

sein.     Bei  ganzen  positiven  f»  und  n  giebt  dies,  dem  Moivre'sohen 
Satze  zufolge, 

r^{ca$m9  -f-  isinmß)  =  Q*(eosnfi  +  isinnti) 
und  durch  Yergleichung  der  redien  und  imaginären  Theüe« 

Q'^cosHt}  =  r'^cosmO  ,    Q*9imn^  =  r"Sfii»iö. 

Hieraus  erh&lt  man  lunichst 


wobei  I»  und  r  im  absoluten  Sinne  lu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tu:ion  die$e$  Werthes  von  Q  gehen  ferner  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  K>)|^^nden  über 

welche  nur  d;jinn  la^^onmea  besti4iesi  kSuMii«  wenn  die  Difiereni 
awissrheu  rii(  uud  wt*  ein  f^n«d<e«  Tiei^MThes  von  x  betragt.  Wir 
h*bett  djdier«  wt-tui  i  eine  beUebijS«  ganae  pocilive  oder  negative  Zahl 

«if  =r  m:*  -:-  üai    <sfcr    %  =  — '■ , 

«»i  «^vk  :^bd^:x«ybnc«i  der  We^c^  v\>n  ^  ;:u^i  f  ia  XroL  10) 

1\ä  ^  JU»  G^^ie«  J^  ^cWf^Nt  r^!tnt  Tvat  —  ar  Hs  -*-  od  dnrch- 
^Av.^  V»v?»K  :)».'^  4cjy<ecfc9  «Jbc'  ^w^'bt^r  S<ftq^  «^  ^^rrtiffeqtiiea  Gleidning 
x^'fts^lis^  \*s<  >^;rc^'^^^^'<^t  \iii  .^<rO^<^  $;j^  a^bSm«.  J&^*^  ^  «Im  nicht  der 
Vx-..  vUv<>9  ^.i^  ^tkiStt-NK^t  Jsk^tt  i  «^  töhf  X:ik  iiftt  individndlen 
>^'ee%^  ^v  ^  jukIm^  Ha]!  ii^m  ^<ir«^  «  -•-  4^  ü^  iMort  ndi  der 


gtjtd  :^a«sML  %'v  ^^-*Wx  Vi*  wvüt^^vt*  ^  >CH4h^  suir  u«  unr  ib  =  Ol, 
l.  ;^.  ^«       ^^  ttt  iK^V'M«^!«^      W*«wr  Vw«^  inr  r^^a*»  Seite  der 

>v>.tiiN»  ^Aisi**!-«^  ibgiKk.»  V  ^Qi^  Ä  —         •  ;tfKi   »it  i  ^^  »  —  iL    Die 
^^<4iv\v^u  ^  .K«Ci«*  ■v^''  Ws#«^'  ^t^^tc«*  >k^vK^    %\tttttiiKik  4EdA  der  Auft- 
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m 


druck  [r(cosö4-t«nö)]*  nur  n  von  einander  verschiedene  Werthe, 
welche  aas  Nro.  11)  für  Ä  =  0,  1 ,  2,  .  .  .  j[» —  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  Ä;  gleich  einem  Yiel- 
fachen  von  m,  etwa  k  =^  hm^  und  läset  in  der  neuen  Gleichung 

lr(cosd  +  tamfl)]  "  =  r  "  I  cos    ^   ^ ^  +  mn— ^ — [ 

M  imd  n  gleichzdtig  in  s  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

n 

sich  einer  irrationalen  Zahl  (i  nähert ,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

Gleichung 

12)  [r{co8e  +  tsmÖ)]i"  =  ri"{cö8fi(ö  +  2ää)  +  isinii(d  +  2hn)}. 
Hier  ist  h  eine  willkQhrliche  ganze  Zahl ,  und  die  rechte  6eite  hat 
nn^idlich  viele  verschiedene  Werthe. 

Wie  hei  Potenzen  mit  reeller  Variabelen  £r,  so  verstehen  wir 
auch  bei  einem  complexen  0  unter  is~p  den  reciproken  Werth  von 
M^\  hiernach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

[r(co894-t«tnÖ)l-«  = = 

[r(€OSÜ  -f-  isinff)]^        r^(cosmO  +  isinmü) 

=  r~^(€osmd  —  ismmO) 

ond  ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 

§.  54. 
Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

I  Dem  Moivr ersehen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 

01«  rechte  Seite  ist,  m  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
duct  aus  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
Satz  benutzt  werden  kann ,  weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
bei  imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
b^ders^tiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
gelangt  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  mmO  =  (m)^co8"'d  —  (m^cos'^'-'^Osin^O 

+  (m\cos^'~^Osin^O  —  .  .  .  • 

2)  mmO  =  (m)iCö«"»'"*ö  sinO  —  (m)sCO8^''^0  sin^O 

-|-  (in)iCos^~^0  sin^O  —  •  •  •  • 
oder 
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8)    ^^  =  («•),  -  (m),  ten«0  +  («.)« tan*d 

—  (m)g  tan^O  +  •  •  • 

ein  m  0 

4)    ^^^  =  (»n)i  tand  —  («),ten»Ö  +  («)»  to»»ö  — 


•    •    • 


IL    Die  Auflösnng  der  Gleichung  o?*  =  -|-  1.      Ans  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  o;  =  (-}-  1)" ;    die    gesuchten  Werthe 
von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  berechnet  werden,  wenn  man 

r  =  1,  fl  =  0,  m  =  1,  Jfc  =  0,  1, (fi  —  1)  setzt,  und  sie  sind 

in  der  allgemeinen  Form 

2kx     ,    .  .     2hx 
X  :=  cos h  t<**^ 

n  n 

enthalten.     Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  unterscheiden; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach 

*  =  0.1,2, f -^' 

-.«-l.n-2, -  +  1, 

im  zweiten  Falle 

*  =  0,1,2. !^. 

Für  ein  gerades  i»  sind  hiemach  die  Worthe  von  x 

+  1.  -1 

2«     ...     2«                          2«         .   .     2« 
eos 1- i«tii ,  cos tsm , 

n  n  m  n 

4s    ...     4s                        4s         .  .     4s 
eoüi 1- lim ,  aw ism , 

m  n  n  n 

6s    ...     6s  6s         . .     6s 

»     ^  M  »  s 

n         ^  n  M  n 

fhg<i^^\  t\ir  «Niti  u)\|i«mdM  M : 
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+  1. 


2«    ,    .  .     2n 
cos f-  t  stn , 

4ar    ,    .  .     4^ 

eo8 \-  tstn > 

n  n 

6ä    ,    .  .     6ä 

eo8 [-  tstn 9 

n  w 


2ä         .  .     2ä 

cos fl^sm , 

n  n 

4ä         . .     4ä 

cos *  s«n , 

n  n 

6ä         .  .     6ä 

Cös » sm , 

n  n 


(n— 1)ä   ,    .  .    (n— 1)ä           (n— 1)ä        .  .    (n— 1)ä 
CO«  i^ ' — I-  iam —  i   cos istn — 


n  n 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung 

«« —  + 1 

folgende  6  Warsein 

+ 1; 


n 


n 


, .  .VI 

«  +  *     2    • 


-1, 

*  2 


1  — . 
s 


m.    Die  Auflösung  der  Gleichung  a;'»  =  —  1.    Für  r=l, 

ß  =  ^,  m  =  1   erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 

Wurseln 

(2Ä;+l)3r    ...    (2k  +  1)ä 

X  =  cos  ' ' \-  tstn  ^— — ' — —  : 

n  n 

bei  geraden  n  hat  demnach  x  folgende  Werthe: 


cos  —   +  tstn  —  , 
n  n 

3«    ,    .  .     3jr 

cos 1-  »stn , 

n  n 

5ä    -    .  .     5ä 

cos h  *  stn , 

n  n 


COS  —  —  tstn  —  9 
n  » 

3ä         .  .    3jr 

cos » stn 9 

n  n 

67t        .  .     5ä 

cos tstn , 

n  n 


0  • 


(n — l)«   :    .  .    (n— l)jr           (n— 1)ä        .  .    (n— l)jt 
^^  i L«  4-  |gj^  ^ L-     cos r  tstn  ' ^ 

n  n  n  n 


dagegen  bei  ungeraden  n: 

8chl5nllch,  Analysis  I. 


\1 
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-  1, 

COS  —   4-  %sin  —  ,  cos  —  —  ism  —   , 
n                  n  n  n 

3«    .    .  .     3jr  3ä         .  .     33r 

cos  -^ \-  tstn ,  cos %sm , 

n  n  n  n 

ÖÄ    ,    .  .     5ä  Öä        ^  ,     53r 

cos 1-  t  sm ,  cos ism , 


cos ' — |-  %sin  ' —  ,   cos  ' %9tn  ^ '— 


n 


§.  66. 
Die  ExponentialgröBsen  mit  oomplexen  Variabelen. 

Unier  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerth  des  AuBdrucks  f  1  -| \ 

für  unendlich  wachsende  o  verstanden;  demgemäss  ist 

e.  =  Um  [(l  + 1)""] 

1  B 

oder,  wenn  o  ir  =  nt,  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 

CD  911 

e'  =  lAm  \\\ 4-  —VI  »  (für  m  =  oo). 

Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgrösse  als 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann ;  sie  eignei 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentialgrösse^ 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  für  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  e*"^*^  durch  die 
Gleichung 

1)  e'+'y  =  Um  Vi  +  ^^^)"*]  .  (für  m  =  oo) 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenübergang  auszuführen,  bringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  nämlich 

2)  1  +  ^i-^  =  r(cösö  +  i«ini;), 
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woraus  sich  ergiebt 


1  +  — 
m 

setzen  wir  femer 

III 
ardan =  ö" , 

m 
so  folgt  atui  der,  für  fand  angegebenen  Gleichung 

ö  =  -ö-  -I-  ÄJÄ, 

wo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.     Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 

911 

far  Ä  =  0  und  y  =  0  wird  r  =  1 ,  -O*  r=  0 ,  mithin 

1  =  coskx  -|-  isinhx  =  cosJcn, 

woraus  hervorgeht,  dass  k  eine  gerade  Zahl  sein  muBs.     Man  hat 
desswegen  einfacher 

1  +  Z±1I[  =  ricosd'  +  isin^) 
m 

tmd  nach  dem  Moi  vre 'sehen  Satze 

3)  c*+'y  =  Lim{r'^{cosmd'  +  isinmd)]  • 

Darin  ist 


'-=0+^+^f- 


2a?.  .    x^  +  y^  _  1' 
gesetst  wird,  so  stellt  sich  r^  unter  folgende  Form : 


=0+if=[('+i)T 


=-[0H-i)1 


Bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  —  gegen  die  Null,  mit 
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bin  wird  fi  unendlich  gross,  und  die  vorsteh^ide  Gleidning  seigt 
dann,  dass  r"*  den  Ausdruck  e'  zur  Grenze  hat. 
Was  femer  mO*  anbelangt,  so  ist  identisch 

Q.  ^  .      Q.  cosd'  y 

m-o"  =  - — TT  '  mtan^  = 


iand"  sin%'  .    x 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  -ö"  gegen  die  Null, 

gegen  die  Einheit,  folglich  m^  gegen  den  Werth  y.  Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3}  zu 

4)  c*+  'y  =  e'icasy  +  isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  allgemeinere 
EIxponentialgrösse  a  '  anwendbar.     Bei  reellen  ß  ist 

•• = — ^  [(' + -)'] . 

und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  fclr  den  Fall  0  = 
X  -}-  iy  beibehält,  so  "findet  man  ohne  Mühe 

5)  a*+«>  =  a'[cos(yla)  +  isin(yla)]. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fondamentaleigenscliaft  der  Expo- 
nentialgrösse,  nämlich  die  Gleichung  a'  .  aC  =  a'"^^,  «ach  bei  com- 
plexen  m  und  ^  richtig  bleibt»  multipliciren  wir  die  Cildchung  5)  mit 

und  benutxen  rechter  Hand  den  Sati 

das  Resultat  ist 

«'+•>  •a5+*«i  =  a*+ 5  {cas[(f  + »)?«]+ fsm[ö  +  i|)7a]} 

und  es  erhellt  hiermos,  dass  jene  Eigenschafl  in  der  That  ftr  com- 
plexe  Exponenten  gilt  Alle  übrigen  Eigoischaften  der  Eiqponen- 
tialgrAssn'«  wie  m.  R  ^a*)*  =  a^*^  sind  Folgenmgen  der  erwähnten 
Eig^n$<^aft  und  bleiben  dah«r  gleicUaUs  ungeslfirt 

Kin^  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theorane  ist  folgende. 
In  Fv>rmol  4^  set«^ii  wir  Jt  =  0>  das  eine  Mal  jr  =  »,  du  andere 
Mal  jr  =^  —  tt«  und  haben  dann 

luilhin  durch  Additiven  und  $ubix«otu>tt 

Au«  diiMt«4i  t))^Mebui^f«u  eryiebt  «icli^  w^waa  naa  b^deraeits  auf 
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die  Mte  Potenz  erhebt  und  rechter'  Hand  den  binomischen  Satz  für 
"ganze  poBÜiYe  m  anwendet, 

7)  2«"  cos^u 

8)  2'^i'^sin'^u 

Hier  kann  man  jede  Exponentialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
umsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  yergleichen.     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

=  (fn)e cosmu  +  (iw)iCOs(m—  2)u-\-  (m\ cös(iw— 4)w  -|-  .  .  .  . 

'  Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
Binomialcoefficienten  (m)  i      und   jeder    andere   Coefficient    kommt 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefficienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2^'-^cos*^u 

=  (iw)o  cosmu  +  (m)i  cos(m —  2)u-\-  (m)2  cos(m — 4)  i*  +  •  •  •  • 

•  •  •  +  Hl        cos2u  +  U^)i' 

|m — 1  Jm 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m: 

10)  2'»-icos"»« 

==  (*w)o  cosmu  +  (m)i  cos{m — 2)u-^  (m)^  cos(m — 4)  w  +  •  •  • 
•  •  •  +  (w),  cosdu  +  (w)j  cos««. 

j(m  — 8)  |(w»  — 1) 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m: 

11)  (—1)*    2"»-isin«w 

=  O»)©  cosmu  —  (m)i  cos(m—2)u  +  (m)^  cos(m — 4)  w  —  .  .  . . 

...  +  (-l)i"~'(m),        cos2i*  +  ei)^"|(m)^    , 
dagegen  bei  ungeraden  m: 

12)  (— l)^^"*""^^2"»-ism«tt 

=  im\  sinmu  —  (m)i  sin{m — 2)  w  -f  (m)^  sin(m — 4)  u  — 
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Die  hier  entwickelten  yier  Oleichongen  bilden  gewissermaasseB 
die  Umkehmngen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 

§.56. 

Die  Logarithmen  oomplexer  Zahlen, 

Unter  dem  allgemeinen  Logarithmus  einer  Zahl  (  ver- 
Btehcn  wir  jede  reelle  oder  complexe  Grösse  s^  welcher  die  Eigen- 
schaft ^  =  C  zukommt.  Bezeichnen  Wir  diesen  allgemeinen  Loga- 
rithmus von  C  niit  L  i  und  setzen 

1)  L  (1  +  f  1?)  =  a:  +  iy, 

wo  9  und  y  Torläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

oder  • 

e*  (cosy  +  isiny)  =  g  +  iij 

sein.    Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  t*co$y=ii^        ««$my  =  i} 
liefern  erstens 

3)  e«  =  V{*  +  i2».  «  =  |l(»»  +  ,*X 

und  iwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weil 
e*  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichimgen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  e'  au  den  folgenden 

i  n 

4)  cc$y  =  -7;  ,  ,  siiiy  =  r7===, 

5)  tmy:=:^y  f  =  arcte»-|-±  ■•«, 

wo  m  eine  WHebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  n&her  be- 
stimmen Ut^t,  wenn  man  die  F&De  eines  poeitiTen  und  eines  nega- 
tiv<»n  f  untf^t-scheidet  Pur  ^  =  0  wird  naxnlioh  y  =  +  «•  jt  und 
nach  Nro.  4)  cosy  nz  +  1  oder  (vwjf  =  — .  1,  je  nachdem  |  positiv 
oder  negativ  if;t;  hierans  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eine 
g^rade^  im  «weiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  wisa.  Beieichnei 
Xr  irgend  eine  pofiitive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  yennöge  der  Werthe 
von  sc  und  y  folgende  Formen:  f^  ein  positives  {: 

6>  7.  ({  +  ,-ij)  =  |7  (f*  +  1^0  +  •  [«r<*»n|-  ±  2»»]. 

^Afr^g^n  fflr  ein  negatives  |: 
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7)  L(^  +  in)  =  \l(l^  +  V^)  +  iUrctan^±(2h  +  l)7e^. 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  |  =  +  1  and  1}  =  0  erhält  man 
hieraus 

8)  £(+!)  =  +  2  ÄJTf,         £  (—  1)  =  ±  (2*  +  l)«f, 
mithin  kann  hei  positiven  | 

9)  Z  (I  +  tri)  =  JJ  (I«  +  fl')  +  i<^rctm  y  +i  (+ 1). 
und  hei  negativen 

10)  2iÖ  +  ««?)  =  m5«  +  iJ«)  +  iarcfan^  +  L(—l) 

gesetst  werden.  Die  nnendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
ührigens  nicht  üherraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

H  =  Lim  [n  (]p^—  l)],        (für  n  =  oo) 

ist  und  dass  ^i,  den  Untersuchungen  des  §.54  zufolge,  n  verschie- 
dene Werthe  hesitzt. 
Aus  der  Gleichung 

ergieht  sich  hekanntlich  die  Haupteigenschaffc  der  Logarithmen 

L(t,td  =  Lti  +Lt2) 
jene  Relation  hesteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  hei  com- 
plezen  0i  und  jt^,  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  hei 
complexen  Si  und  t^»  Sine  Anwendung  des  Satzes  hesteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  X  (|  +  *V)  ^^^  -^  (^  —  *  V)  ^*^h  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  heiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  ahzieht;  man  findet  so 

11)  x/|  ^]^)  =  2f [arc*an|-  +  2Ä«L 
wo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


§.  57. 

Die  goniometrisclien  und  cyclometriaelien  Functionen  mit 

complexen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 

C08U  = ,  8tnu  =  — 

^  2t 
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wollen  wir  als  die  allgemeinen  analytischen  Definitionen  von  casu 
und  sinu  beibehalten;  es  ist  dann    ■ 


cos(iv)  = 


2  ~        2 


cos  (x  +  iy)  = 
sin  (x  +  iy)  === 


stn(%v)  = — =  t • 

und  überhaupt  bei  complexen  u  =  X  -f-  iy 

2  ~  i  • 

2l  ~  27 

oder,  wenn  man  e+''  sowie  e"*'  durch  C05a?  und  amx  ausdrückt, 

1)  cos(a:  +  fy)  = '- cosx  —  < stnx^ 

2)  sw(a;  +  fy)  = s%nx  +  i r — -coso?. 

Vermöge   der   Werthe  von   cosiyy)  und   sin{iy)   kann  man  dafür 
schreiben 

cos(x-\-iy)  =  cosxcos(iy)  —  6ma:dtn(f^), 

sin (x  4-  **y)  =  sinx  cos{iy)  +  Cösa?  sin{iy) , 
woraus   hervorgeht ,  dass  die   bekannten  Formeln  für   cos  (a  -(-  ß) 
und  ^n  (a  -\-  ß)  auch  bei  imaginären  ß  richtig  bleiben.     Die   Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  ferner 

cos^  (x  +  iy)  +  sin^  (x  +  iy) 

=v— 2— J-v— 2— ;='•' 

die  Relation  C05^  jer  4-  ^^V»' ^  =  1  besteht  daher  auch  bei  complexen  a. 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten   wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 

1          ^               sin  B 
seca  = •,     tana  = u.  s.  w. 

cosz  cose 

ungeändert  bei.     Hiemach  ist  z.  B. 

tanix  4-  i«/^  —  (g'^  +  g'Qg^'na?  +  ijetf-'e-^cosx 
^^^'^^y^  —  (ß9Are''f)cosX'^Hey'-'e-y)9inx^ 
oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 

{fiv  '\' e~^)  cos  X  +  Hfi^^e^^sinx 
reell  macht, 
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Anf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Fanc- 
tionen des  complexen  Bogens  x  +  iy  atuf  die  Form  9'(a;,2^)  +  «^(^,y) 
bringen. 

Die  beiden,  in  den  vorigen  Formeln  öfter  vorkommenden  Func- 
tionen 

eßf  +  e-y       ,  e"  —  e"^ 

r und  ^   ■  ' 

2  2 

nennt  man  nicht  selten  den  hyperbolischen  Cosinus  und  den 
hyperbolischen  Sinus;  man  bezeichnet  sie  entweder  mit  So^j^ 
wd  @ihjf  oder  zweckmässiger  mit  cshpy  und  snhpy.  Dieselben  be- 
sitzen XL  A.  die  Eigenschaften 

cshp^y  —  snhp^y  =  1,    snhp2y  =  28nhpycshpy^ 

welche  gewissen  goniometrischen  Formen  analog  sind. 
Nach  dieser  Bezeichnung  hat  man  folgende  Relationen 

cos{x  +  iy)  =  cosx  cshpy  —  isinx  snhpy, 
sin(x  4*  iy)  =  sinx  cshpy  +  icosx  snhpy^ 

^     ,     ,    .  .        sin2x  +  i8nhp2y 

tm(x  +  %y)  =  — - — ^1 TTTT-^ 

^     '     ^^         cos2x  +  cshp2y^ 

^,     ,    .  V  2m2x  —  isnhp2y 

cot(x  4-  %y)  =. -il-^  . 

cos2x  —  cshp2y 

n.  a.  Unter  dem  Symbole  Aresin  ^  verstehen  wir  im  Folgenden 
jede  reelle  oder  complexe  Grösse  ^er,  welcher  die  Eigenschaft  sinez=^^ 
z^ommt.  Hiemach  gilt  für  ein  reelles  {,  dessen  absoluter  'Vt'erth 
die  Einheit  nicht  übersteigt,  die  Formel 

^)  Arcsin^  =  mit  +  a^csin^^    (|*  ^  1); 

dabei  ist  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  es 
entspiicht  das  obere  Vorzeichen  einem  geraden,  das  untere  einem 
'"»geraden  •». 

Setzt  man  allgemeiner 

^)  Aresin  (|  -|-  tiy)  =  a?  -f-  fy, 

wo  X  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  folgt  umgekehrt 

m  (o?  -J-  iy)  =  {  4-  *??i 
^  i'  nach  Nro.  2) 

— stnx  +  f cosic  ==  I  +  *1i 
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mithin  dienen  zur  Bestimmung  von  x  and  y  die  beiden  Gleicliimgen 

^ stnx  =  {,  -^ C08X  =  q, 

die  sich  folgendermaassen  auflösen  lassen. 
Man  erhält  zunächst 

(^~¥^*  +  »^*o>  =  ^  +  i*  +  n*, 

und  wenn  hierzu  die  Gleichung 

c^  -I-  er~^ 
2  .  — — sinx  =  2f 

■  2 

erst  addirt,  dann  subtrahirt  wird,  so  entsteht  linker  Hand  jedesmal 

ein  Yollständiges  Quadrat,  woraus  folgt 


6) 


-:t +  5,n:r  =  V(l  +  |)»  +  r,\ 

— 1 sina?  =  V(l  -  ö»  +  fjK 


2 

Die  Wurzelwerthe  müssen  hier  im  absoluten  Sinne  geaommen  wer- 
den, weil  bei  reellen  y  und  x 

\(eßf  +  enf)>l,    smx  <  1 

mithin  jeder  links  stehende  Ausdruck  positiv  ist.  Die  Gleichungen  6) 
fuhren  nun  zur  Kenntniss  von  x  und  jf;  setzt  man  nämlich  zur  Ab- 
kürzung 

7)  «  =  \{Vn  +  S)»  +  i>»  +  V(i  —  S)»  +  v*l 

8)         r  =  \[yo.  +  D»  +  n*  -  V(i  —  Ö*  +  ij*}. 

so  folgt  erstens 

Stil«  =  t  mithin  x  =  Arcsm  r, 
zweitens 

^^^Y~  —  *  '"'*^°  y  =  K*  ±  V«*  —  1).  . 

Wegen 

"  tf  +  y«t  _  i' 

kftnn  man  den  Werth  Yon  y  «noh  in  folgender  Form  schreiben 

y  =  ±  ?(«  +  V<J»  —  1) 

and  hat  dann  V**  —  1  >>»  abaoluten  Sinne  la  nehmen.  Beieiohnet 
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s  eine  reelle  positive  oder  negative  Einheit,   so  ist  vermöge  der 
Werthe  von  x  und  y 

ArcBin  (|  +  iij)  ==  Armnt  +  IbI  (ö  +  ]/6*  —  1) 
oder  wenn  Axc9inx  durch  aresin t  ausgedrückt  wird, 

9)  Arcsm  (|  + 1 1^)  =  m«  +  (—  1)"»  arcsinx  +  t £?(<J  +  ]/6*  —  1). 

Um  zu  beetiilimen,  in  welchen  Fällen  £  =  4'  1-  ^^^  in  wel- 
chen £  =  —  1  zu  nehmen  ist,  setzen  wir  speciell  £  =  0  und  ff  als 
positiv  voraus ;  es  liegt  darin  keine  Beschränkung  des  %  weil  t  ( — i}) 
=  ( —  i)  71  ist  und  daher  ein  etwaiges  negatives  Vorzeichen  des  i^ 
auf  Bechnung  von  f  geschrieben  werden  kann.     Für  die  erwähnten 

Werthe  von  |  und  ij  ergiebt  sich  t  =  0,  <J  =  ]/l  +  ij*  mithin 

Aresin  (tri)  =  mn  +  t«^(l/l+^  +  i^), 
umgekehrt  muss  also  die  Gleichung  bestehen 

10)  fij  =  sin  [fiiÄ  +  islQ^l  +  1^2  +  1?)]. 
Setzt  man  vorübergehend 

woraus  fdgt 

11)^  a^  =  Vi  +  i?2  +  ^^    e-Ä  —  yi  +.  IJ»  —  ij, 

80  erhält  man  aus  Nro.  10). 

»IJ  =  sm  (fwjr  "4-  ibX)  z=:  cosmn  .  sm  {isX) 

=  (—  1)"»  £m(a)  =  (—  1)«  £f  ^    "^^ 

d.  ist  nach  Nro.  11) 

»12  =  (—  1)»»  «tij  mithin  fi  =  (—  1)^. 
Zufolge  von  Nro.  9)  gilt  nun  die  definitive  Formel 

12)     ^rcstn(H-»ij)  =  mjr+(— 1)«  {arcstnT  + »Z(<J  +  y<J»— 1)}, 
worin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

YersteKt  man  unter  aresin  (|  -{•  iff)  denjenigen  speciellen 
Werth  von  Aresin  ({  4*  »^)»  welcher  für  m  =  0  zum  Vorschein 
komint,  so  ist 


13)  arcstn  (|  +  tij)  =  aresin  t  +  il(6  +  y<j«  —  i), 
und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Belation 

14)  Aresint  =  iwä  +  (—  ly^aresint 
auch  für  oomplexe  g  gültig  bleibt. 

Als  specielle  Fälle  sind  die  folgenden  der  Erwähnung  werth. 
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Für  12  =  0  und  |'  <  1  liefern  die  Formeln  7)  und  8) 

2  •  2  ^ 

mithin  wird  nach  Nro.  13)  aresin  ^  =  aresin  £.     Dagegen  ist  fÜ! 
ij  =  0  und  S'  >  1 

,  _  g  +  1  +  (g  -  1)  _  ,       ,  _  g  +  1  -  (g  -  1)  '      , 
<j_ ^ g,      r — ^ — =1 

mithin 


15)  arcsin^  =  \%  +  «Kg  +  l/g^  —  1),    g«  >  1; 

dieses  Resultat  wird  nicht  überraschen,  wenn  man  beachtet,  das-  « 
einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinus  kein  reeller  Bogen  eni>' 
sprechen  kann. 

Für  g  =r  0  ergiebt  sich 

16)  aresin  (i  ff)  =  i7(]/l+^  +  rf). 

b.  Bei  reellen,  das  Intervall —  1  bis  +  1  nicht  überschreitenden 
g  bedeute  Ärccos  g  irgend  einen  Bogen ,  welcher  g  zum  Cosinus  hat, 
dagegen  arecos^  den  kleinsten  (d.h.  den  zwischen  Ound^  fallenden) 
jener  Bögen;  es  ist  dann 

17)  Ärceos^  =  2m7t  ±  areeosi,    (g*  ^1), 

wobei  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  ebensowohl  das  obere  als  das  untere  Vorzeichen  von  arccoy  g 

gilt. 

Es  sei  nun  allgemeiner 

18)  Äreeos(t  +  irf)  =  o?  +  »y» 
so  folgt  umgekehrt 

cos(x  +  iy)  =  g  +  tij 
d.  i.  nach  Formol  2)  und  durch  Ycrgleichung  der  reellen  und  ima- 
ginären Theile 

&  -X-  er-y  u  ev  —  e-v   , 

— L cosx  =  g,  5 —  s%nx  =  —  ij. 

Mittelst  einer  ähnlichen  Bechnung  wie  im  vorigen  AbiEfchnitte 
findet  man  hieraus 

""^"^  +  cosx  =  V(l  +  D»  +  1?«. 
'"4^  -  cosx  =  1/(1  -  D«  +  1?», 
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cosx  =  X  mithin  x  =  Arecosx^ 

^^±^=6     ,  y  =  Bl(6  +  V<J»  -  1), 

also   nach  Nro.  18)  wenn  gleichzeitig  Ärccos  t  durch  arccos  %  aus- 
gedrückt wird, 

19)     ÄrceoB  (|  +  fij)  =  2mn  ±  arecost  +  isl(6  +  y<J«  —  1). 

Zur  Bestimmung  yon  B  dient  wieder  die  Specialisirung  |  =  0 ;  sie 
giebt 

Ärccosiitf)  =  2mn  +  J«  +  isl(yi  +  i?«  +  ij) 
und  umgekehrt 

itf  =  co8(2mn  +  Ja  -f-  isX)  =  4I  wn(««il) 
=  +  S8in(il)  =  ^  «»iy. 

Hiernach  ist  s  = —  1  oder  =  -|-  1  zu  nehmen,  je  nachdem  arccosx 
in  Nro.  19)  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  hat;  die  allgemeine 
Formel  lautet  also 

20)  Arecosi^  +  tij)  =  2m%  ±  [arccosx  —  ilifl  +  V<J«  —  1)} 
Definirt  man  arcco8{^  ~l~  ^^)  durch  die  Gleichung 

21)  €treoo8{i  +  tij)  =  arccosx  —  il{6  +  ^ö»  —  1),    * 
so  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Relation 

22)  Ärccast  =  2fnn  +  arccos^ 

aach  tfSüc  complexe  i  gilt.  Ebenso  zeigt  die  Addition  der  Gleichungen 
13)  und  21),  dass  die  Gleichung 

23)  aresin  t  +  arecost  =  5» 
allgemein  richtig  bleibt 

c  Dem  bisherigen  analog  bezeichne  Ärctan^  irgend  einen 
fiogen,  dessen  Tangente  die  reelle  Zahl  £  ist,  es  besteht  dann  die 
Sektion 

24)  Ärctan^  =  mit  -{■  arctan^, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet 
Setzt  man  allgemeiner 

26)  Ardan  (^  +  iii)  =  x  +  iy, 

80  ist  umgekehrt  mit  Beachtung  der  Formel  3) 

I:    .    •  *     /      .     •  ^        sm2a?  +  t.Ke^y-e-^y) 

^  +  ''i  =  '^^^  +  *^)  =    cos2x  +  lle^^  +  e-^^). 

.oder  wenn  man  für  den  Augenblick  die  Abkürzungen 

|(c2y  +  e-^v)  —  u,     l(c2y  —  er-^y)  =  t; 
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einführt  und  beiderseits  die  reellen  sowie  die  imaginären  Theile 
yergleicht, 

26) ; =  I,      r ; =  1?. 

C0S2(lß  +   U  C082x  +  U  ■ 

Sabtrahirt  man  die  Qnadratsumme  dieser  Gleichungen  von  der  Ein* 
heit  und  diyidirt  den  Best  durch  2,  so  erhält  man  wegen  1  — 
8in^  2  a?  =  co8^2x 

cos2x  1  —  (I«  +  iy») 

C082X  +  u  2  ' 

der  Quotient  aus  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  26)  und  der  Yor- 
stehenden  Gleichung  liefert 

21 
tan2x  =  r-2 

und  daraus  folgt 

27)  X  =  \Ardan  ^  _  ^^^  ^^. 

Addirt  man  die  Quadratsumme  der  Gleichungen  26)  zur  Ein- 
heit und  diyidirt  die  Sumn^e  duroh  2,  so  erhält  ma>n  wegen  l  -^  til^ 

U  ^1    +    |2   ^  ^t 

co82x  -^  u  2  * 

In  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  26)  giebt  dies 
weiter 

u  +  v      =  1  +  g'  +  q*    .    ^ 
cos2x  +  u  2  "^  ^' 

C082X  +  u  2  ^' 

ferner  durch  Division 

u  +  v  ^i'  +  (i  +  vy 

«*  —  t;        f  2  +  (1  —  riy' 

Zufolge  der  Bedeutungen  yon*ti  und  v  ist  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  einerlei  mit  e*^,  daher 


y    •'  L|2  +  (1  _  ,).j 


Nachdem  hiermit  die  Werthe  yon  x  und  y  bestimmt  sind,  gilt  nach 
Nro.  25)  die  Formel 
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28)     Anim  (|  +  <ij)  =  \Ardm  ^  _  ^^ ^ 


+  ^*^  Li'  +  (1  -  nn 


welche  aber  einer  weiteren  Discussion  bedarf,  weil  der  reelle  Tbeil 
rechter  Hand  eine  Unterbrechung  der  Continnität  erleidet,  sobald 
der  Nenner  1  —  (^'  +  ^^)  a^  ^^^  Positiven  dnrch  Null  ins 
Negative  übergeht. 

Ist  nun  erstens  |*  4*  ^'  <C  If  so  kann  man  schreiben 

29)  Ardan  (|  +  ti?) 

oder  für  I  +  »1J  =  ^ff^ 

Aräan  {Qtf^) 

=  i(m«  +  arctan  ^-^^\  +  \il  \\±SL±.M^\ 
•\  1  —  ?v  Li  +  ?*  — *  2p«tna)J 

mithin,  wenn  der  echt  gebrochene  Modulus  Q  bis  zur  Null  ver- 
mindert, G9  dagegen  nicht  ge&ndert  wird, 

Ardan  0  =  \m%  d.  h.  ian\fn%  =  0: 

hieraus  folgt,  dass  m  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 
Im  Falle  S*  +  iy*  >  1  hat  man 

30)  Ärdan{^  +  iij) 

oder 

Ardan  ((fe^^^) 

,/  ^      2pco5o\    ,    1.7  /l  +  P'  4-  2pstnß)\ 

•\  p3  —  1/        *     \1  +  9'  +  2Q9in(o/ 

und  speoieller  fEür  ^  =  oo ,  o  =  0 

Arcfan  CO  ==  |iit^  d.  h.  fan^tn^c  =  00 

wonach  m  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Aus  den  Formeln  29)  und  30)  ergiebt  sich  nun,  wenn  in  der 
ersten  m  =  2n,  in  der  zweiten  wi  =  2n  +  1  gesetzt  und  unter  n 
eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden  wird, 


272    Gap.  yni.    §.  57.  Die  goniometrischen  iL  cyclometrischen 

2£ 

31)       Ärdan  (|  +  irji)  =  nx  +  \aräan  ^  _  ^^ 


<1. 


32) 


Ardan  (J  +  »^)  =  w  ä  +  H  «  —  aräah  — — -L__  j 


^  *  Li«  +  (1  -  i?)«J'  *  ^  ^ 


>i. 


In  dem   speciellen  Falle  n  ^  0  schreiben   wir  arcton  statt 
Ardan  nnd  haben 

2| 

33)  ardan  (|  -f-  iij)  =  Jarcfa»  ^  _  ^^    ,      .^ 

+  i*«  [|,  +  (1  _  ,),J'      I'  +  1J'  <  1, 

34)  ardan  (|  +  »ij)  =  l^«  —  ardan  ^^         «  _  i) 

+  *'*  U«  +  (1  _  ,),J'      «•  +  9»  >  1; 

der  Vergleich   mit   den   vorhergehenden  Formeln  zeigt,    dass  die 
Relation 

Arctan^  ==  nur  +  arctant 

auch  bei  complexen  ^  richtig  bleibt. 

Für  1  =  0  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln 


35) 


>  1. 


Auf  ähnliche  Weise  können  Arccot  (|  +  tiy),  Arc8ee{^  +  tiy) 
und  uircc£c(|  +  iiy)  entwickelt  werden,  doch  sind  diese  Functionen 
yon  so  seltenem  Gebrauch,  dass  wir  ihre  Discussion  übergehen 
können. 


Cap.  VllL    §.  58.    t)ifferentiatlon  complexer  Ausdrücke.  273 


§.  58. 


Differentiation  complexer  Ausdrücke. 


Ben  Yorigen  Untersuchungen  zufolge  kann  eine  Function,  welche 
ausser  der  Yariabelen  e  noch  die  imaginäre  Einheit  i  enthält,  auf 
die  Normalform 

1)  /(^,0=  9W +  <*w 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 
über  den  Differentialquotienten  von  f{z^i)  geben.  Unter  f{B^i) 
versteht  man  nämlich  den  Ausdruck  9>'(^)  -|~  ^"^'(ß)  und  es  ist 
daher 

df(^  _dq>{e)        .dilf(£i) 
de  de  de 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialquotienten 
der  einfachen  Functionen  complexer  Yariabelen  aufsuchen. 

Die  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53 
(«  +  iy)l*  =  \r{co80  +  «««nö)]/*  =  rf^cos(iO  +  irf^siniiO, 

r  =  Yx^  +  y»,  tand  =  '^ 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

ex  .  dx        ^  ■     '  ox 

L   IL rßJ'—'' Q^m.  IL  H  —  !• 


+  i  I  ^ri"cosfiö  ^  +  iirf^-'^siniid  ^  l; 


es  ist  aber 

SehlOmilch,  AnalyiiB.  L  "^«^ 
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dd y       sinß 

—  =  4-     .  =  +  cos  ö, 

r 

mithin  nach  Snbstitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusammen- 
ziehung 

8[(g  +  ty)f]  ^  ^^^_i  ^^^^^  _  jjg  ^  ifirf^^sinifL  —  1)0 

0  X 

=  ;Ari"-i[cos(;A  —  l)ö  +  fSt»{fft  —  1)Ö] 
d.h. 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  &idet  man 

4)  8[^li|0^]  =  ,^(,  +  ,,),-.. 

öy 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiation 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wenn 
f  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch  Differentiation  der  Gleichung 

c«  'y  =  e*  cosy  +  ief^siny 
erhält  man  augenblicklich 

ö)  -X =s  e'cosy  -f  ie'siny  =  c*+*, 

0  X 

6)  —T —  =  —  e^siny  +  i&'cosy  =  iV+*^; 

.      cy 

wie  mah  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestört. 

■ 

Der  Logarithmus.     Die  Formeln  6)  und  7)  in  §•  56  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

i(|  +  iri)  =  1^(1«  +  ^«)  +  <  {ardan  -|-  +  c), 

wo  c  eine  von  £  und  17  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  ist 
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1 


^f  dn      ~ ^'  +  n''^  i'  +  n'      ^'  +  ri' 

.    1 

Auch  hier  geschieht  die  Differentiation  ehenso,  als  wenn  i  reell  wäre. 
Die  trigonometrischen  Functionen.     Aus  der  Gleichung 

stnix-j-ty)  = T stnx  +t cosx 

erhält  man 

9)  ^r ^  =  — -T cosx  —  % stnx 

^  dx  2  2         . 

=  cos(x  +  iy), 

10)  V"^ — —  = r s^nrr  +  t — 1- cösrr 

dy  2  '  2 

=  f  cos(rr +  «y). 

Für  die  ührigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ehenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  ungeändert 
bleiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie  in 
§.  67,  Nro.  4) 

Äresin  (|  +  ti?)  =  rr  +  t  y , 
wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichungen 

e9-\-e-9  .  «y  — g-r 

stnx  =  ^^ cosx  =  71 

stattfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  | 
folgende  drei  Gleichungen 

dArcsin(t  +  iti)        dx    .    ,dy 

ey  — c~y   .       8a?    ,    ev  +  e-»  dy 
J—smxj^  +  — ^ coao?^  =  0. 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 

8a? |(ey  -\-e~'9)cosx 

dy l(ev  —  e~'v)sinx ^ 

H  ~  [|(eJ'  +  c-y)cosa;]2  +  ß(cy  — e-y)ma?]2' 

substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich- 
tigt die  Relation 

|)2  -|-  2^        P  —  «2* 
so  gelangt  man  zu  der  Formel 

d  Aresin  (|  -\-iri) 1 

8|  ~  \{ey -^  e-v) cos X  —  t|(ey  — c-y)smi»_ 

—  1  _  1 

~  cos(x-\-iy)  ~  Yi^sm'^^pnJ^iy) 

oder 

d  Aresin  {^-\-i  71)  1 


12) 


ög  Yi-a^-itiriy 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 
d  Aresin  {^ -\- tri)        .  1 


^n  'Vi-(l  +  i^)«' 

es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  arous 
sinus  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometri- 
schen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialguotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  yerschiedene  Differential- 
quotienten unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringen. 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 


4K^)]=.^^^'. 


ßx/A        «2  — j8' 

ßx  aß 

d  aretan  — —  =    .  ,  \,„  ^  dx 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden;  setzt  man  nämlich  in  der 
ersten  iß  für  j3,  so  wird 

r   (cc  +  ißx\-\  _  .       aß        , 
d.  i.  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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idiarctan— —  +  2Äjr  )  =  i   »  .  \,.  ^dx^ 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

DasB  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 
höherer  Differentialquotienten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a«4-/3»aj3~  2i\ßx  —  ia        ßx  +  ia) 

erhält  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

n^(       «       \_(~l)"1.2...tni3^(  1 1 

\a^-\-ß^xy~  2ia  {(ßx-^ia)"'-^^     (/3aj+ia)"»+i' 

_(— l)mi  2.,.tw/?^  08a;  +  t«)"»+i— (/3.r--ttt)*"+^ 
~    .         2f  *  (a3  4./32a.2)m+i 

Um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 

ßx  +  ia  =  r(co80  +  isinO) 

r  =  V  ß^x^  +  a^,       0  =  arcfaw  -r— ; 

p  X 

es  wird  dann 

=  r'»  +  i[cö«(w+l)ö  +  istn(m  +  l)Ö] 

—  r~+i[co8(m  +  l)ö  —  fS»n(m  +  l)Ö] 

mithin    ' 

5m  j  (m  +  1)  arc^an  3—  1 


^*^  ^(sh?^)  =  (-1)''1-2-3-'»^"' 


Aus  der  identischen  Gleichung 

a«_|_^aaj8""  2i  \/3a?  — ta  "^ /Sa? +  ««/ 
erhält  man  nach  derselben  Methode 

(a        K                                      C05I  (m  4- 1)  ardan  -5- 1 
— £^)=(-i)<»i.2..3..».^'»-!^ r-^ 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =  /S  =  1,  m  =  n  —  1  und 
berücksichtigt,  dass 

ist,  so  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  14, 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  wurde. 

§.  59. 
Potenzenreihen  mit  imaginären  ^Variabelen. 
Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

1)  ll{\P^)  =  \x  +  lx^  +  lx^  + 

2)  arctany  =  Jy  —  |y^  +  gy*  — 

-  1  <x<  +  1,      -  1  <y<  +  1. 

so  fällt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenwechsel  zu  verschaffen 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  x=z  iy;  die  liuke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 

wobei  1 1  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird ;  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in         • 

i^9-\y*  +  \y'- ). 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  ist 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1) 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.     Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,  dass 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  rc  =  iy  ihre  Gültigkeit  behält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

X     ,      1 
Qrcstn  a?  =  —  +  — 


i(y  +  VT+7)  =  ^-4 


3 

^  2  , 

3 

4 

x^ 
5 

+  •• 

•  •  *t 

3 

+  1: 

^  2  . 

3 

4 

5 

•"^  •  • 

.  ... 

— 

l<y 

< 

+ 

1. 

—  l^Ä^  +  1, 

deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
zur  Entwickelung  der  Reihe  für  aresin  x  eingeschlagen  wurde;  auch 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  z=  iy  die  erste  Reihe  in   ^^q 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ixna- 
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ginäre  x  richtig  bleibt,  wenn  deren  Modulus  die  Einheit  nicht  über- 
schreitet. 

Behufs  einer  dritten  Anwendung  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weisbaren Satze  aus,  dass  ein  Product  von  der  Form 

(l+a,a;)(l  ■\-ntx){l  +«3») t 

völlig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

1  +  Circ  +  C,a;2  +  (^a?»  + 

fiährt,  worin 

Ci  =  «1  +  «8  +  «3  +  «4   + , 

C^  =  Uia^  •\-  «lOj  •\-  aia4  4"  •  •  • 

+  «j«!  +  aa«4  4"  •  •  • 

XL  8.  W. 

und  überhaupt  jeder  Coefficient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
schen  Gesetze  gebildet  ist.     Demzufolge  hat  man  z.  B. 


^)  0+lÄ^)0+Ä)0+3fe) 


•   •  • 


und  für  den  ersten  Coefßcienten 

^         JT»  Vi»   ^   22    ^    32   ^   4»   ~        / 
und  nach  §.  50, 

Auch  die  übrigen  Coefßcienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
man  nämlich  o;  =  —  z^  und  multiplicirt  beida  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit  jBT,  so  erhält  man 


\     i«Wv     2»«»/ V     3«W 


•  •  •  • 


und  hier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sinz  (§.  49  Formel  16), 
mithin  muss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
woraui  folgt 

Ol  = ,       Ck  == <       G»  = *  etc. 

•  1.2.3'       ^        1.2... 5'       ^        1.2. ..7' 

Ans  Formel  3)  wird  jetzt 

V   ^  1» W  V   ^  2»«V  \   ^  3»«V 

-_1J ^    .      '»'      1      "*      I 

"^  1.2.3  "*"  1.2...6  "*"  1.2...7  ^ 


•    •  • 
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und  zwar  gilt  dies  für  alle  reellen  x.     Setzt  man  x  =  -}-  y^  imd 
multiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Reihe  über  in 

f/  4-    ^^    4-     y'      I  _y!_  i 

^■^1.2.3"^1.2...5"^1.2...7"^ 

~        2 
und  man  hat  daher  die  Gleichung 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product  für  sin  e  auch  in  dem  Falle 
richtig  bleibt,  wo  e  durch  die  imaginäre  Variabele  iy  ersetzt  wird« 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 
4  4 


•  •  •  • 


^x  =  TTi:?!        ^a  = 


1 

«3 

4 

etc.; 

4y» 

A( 

1   *      1^  co_o 

\... 

•♦ 

man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cosz  auch  im  Falle 
z  =^  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transforma- 
tionen anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Prodncten 
für  sine  und  cose  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lo» 
garithmen  und  differenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y,  so  erhält  man 

6)  '1±^ 

—  ^  4-    2y         2y  üy  = 


7) 


e^  +  e 


— y 


2y    .    2y    .    2y 


•  •• 


8) 


9) 


2 

ey  —  e-y 

i 2y    .    2y 2y 

3^    (1^)2 +3^3  "^  (27ty+y^       (33r)»  +  y«  ■*■ 

2 

-  ö«t)« + y»  ~  a«)» + y'  ■*■  a»»)* + y*       ' 


•  •  »t 
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dieselben  Resultate  ergeben  sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  60  durch  Substitutition  von  z  =  iy,   , 

Yerwandelt  man  femer  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreihen, so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

10)  •"  +  «"' 


e»  — e-» 

22J9i 
1.2 

y 

1.2, .4^    ''" 

2«Sg    ^., 
1.2. .6^ 

• 

-«<y<  + 

TT, 

e"  —  e-» 

11) 

2»(2«-  l).g,  2«(2^  -  l)B,  2«(2«' -  1).B, 

1.2         ^  1.2, .4      ^  ^      1.2.. .6      ^ 

—  iÄ<y  <  +  J^r, 

2 


12) 


13) 


1        2(2^-1)^1      ,    2(2»^l)Jg3  .  _  2(2^-1)^, 
y  1.2         ^  ^       1.2. .4      ^  1.2. ..6     ^  ^ 

—  jr  <y  <  +  3r, 

2 


•    .    •    • 


1.2^      '    1.2. .4^  1.2..6''      '  • 

—  |ä  <2^<  +  i^; 

darin  bedeuten  Bi^  Bs,  B^  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen,  r^,  t^^ 
T(  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meln 29),  30),  31)  und  24)  in  §.  50  auch  für  g  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  0  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Laurin  auf 
eompleze  Variabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
unter  denen  die  Gleichung 

fix  +  h 


=  /(0)  +  '^(x  +  iy)  +  :C^(x  +  iyy  + 


•  •  • 


gfiltigist;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen« 


Cap.  IX. 

Die  Zerlegung   rationaler   algebraischer  Functionen  in 

Factoren  und  Partialbrllche. 

§.  60. 

Der  FundamentalsatB  der  Lehre  von  den  algebraiflohen 

Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  dor 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  compleze  Wurzehi 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich 
falls  stattfindet.      Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen    macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  mögHch,  welcher  wir  nur  eioe 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  Oq,  Ci,  C3,  •  .  .  c^  gegeben 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  d^r  Quotienten 

,         — i-  j  .  .  .  .  

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 
3  >  -rr~  »        3  >  T-^  »  •  •  •  2  > 


leicht  die  folgenden  ableiten 
diese  führen  noch  zu 


letztere  <:^  ^--,  so  wird  gw  <C  §  und 
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worin  w  eine  beliebige  positive  Variabele  bezeichnet.      Wählt  majj 

qw  +  q^to^  -f  .  .  .  -}-  q»ion 
<  i  +  a)'  +  G)'  +  •  •  •  •  in  inf., 

wobei  die  Summe  rechter  Hand  =  1  ist.  Die  nunmehrige  ünglei- 
chung 

enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 
Reihe 

Co   4"  CifO  +  CjW«   4"  •  '  '  •  •  +  ^tt*^" 

lasst  sich  w  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  c^  iv*  mehr 
beträgt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind«die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  reduciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
erzieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  w  das  Vorzeichen  der 
Snmme 

mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 
Wir  betrachteh  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

1)  f(x)  =  da  +  ai«  4"  (h^^  +  •  •  •  +  »n»"i 
welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
sro  nennen  pflegt  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
u  4-  «ff  80  stellt  sich  f(x)  ^=f(u  +  tt?)  unter  die  Form  M  +  iN, 
wo  3£  und  N  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die 
Norm  von  M  4-  iN,  d.  h.  der  Ausdruck  M^  +  JV^,  kann,  wie  leicht 
ßu  sehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt ;  dagegen  kann 
y  4^  ^^  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser 'Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  ]>  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  Jf  ^  4"  -^^  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u  -^  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
f&r  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

ESs  bedeute  q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
w  eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  1)  x  =  u  4*  ^^ 
•^  QUf  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  /(u  +  iv+Qw)  =  P  +  iQ, 

dessen  Norm  P'  -f-  Q^  ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 
sen  von  QW  ordnen,  indem  man  u  -{-  iv  -{-  qw  bIb  ein  aus  u  4*  *^ 
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und  Q  w  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  -\'  iv  -\'  Qw  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Grestalt 

f{u-]-iv-^Qw)  —  M  +  iN-\-(Mi  +iNi)QW  +  . . .  . 

worin  Jf,  JV  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  Mi,  Ni^  M^  ^j, 
.  .  .  Mn,  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mit  und  N]t  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann 

3)  f(u-{-iV'\-  Qfo) 

=  M+  iN-\-  (Mit  +  iNit)  Q^w*  H +  (JJf»  +  *J^«)  ^"«'*. 

Für  Qy  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

L  L  L  L 

0  =  (+l)*,      Q  =  (-!)*,       9  =  (+i)*.       <»  =  (-«■)*. 
welchen  die  Werthe 

^*=  +  l,        p*  =  -i,         9*  =  +  *.         9*  =  — t 
entsprechen;  bezeichnet  demnach  s  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  q*  =  s,  mithin 

f(u-\'  iv-{-  Qw) 
=  3f  +  sMjtW^  _|-  .  .  .  .  -|-  i(^-f-  fiJVi««;*  4-  .  .  .  .), 
andererseits  9*  =  ai,  folglich 

f(u-\-'iv  +  Qiv) 
=  M  —  «JVtW*  +  ••••  +  i(N-\-  sMiio*  +  •  •  •) 
gemacht  werden.      Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

i>2  +  §2  _  jaf2  4.  2^2  4.  26{MMt  +  NNt)w^  H 

JP2  +  Q^=:M^  +  N^  +  2B{NMi'-MNi)w*  4-  • 
demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

P2   4    §2  _   (Jlf2   _|.  N2)  —  2B{MMit'\'NNM)W^  4- 

als 

i>2  ^-  ^2  _  (jjf2  _|.  2v^2)  =  2B{NMi  —  MNk)w^  4- 

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  w  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied ,  man  kann  daher  jeoe 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  b  das  hierzu  erf<H> 
derliche  Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  M^  4"  N\  das  Minimum  der  Norm  also  P*  4  Q* 


•  • 


•  ■  •  • 


•  •  •  • 
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—  (-3f  *  +  •^')  positiv  Bein  soll ,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
dann  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMt  4-  NNj,  =  0,  NMk  —  MNjt  =  0 

ist.     Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

und  da  Jlf *  +  ^  nicht  =  0  ist,  so  muss  Jf*  +  JV"«  =  0,  d.  h. 
M=  0,  ^=0,  mithin  auch  /(w  -|-  iv)  =  0  sein.  Demnach 
existirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x  =  u-\-iv, 
für  welchen  die  ganze  Function /(a;)  verschwindet. 

Bezeichnet  r^  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
ist/(ri)  =  0,  mithin 
f{x)  =f{x)  -/(ri) 

jeder  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
durch  X  —  fi  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 
f{x)  =(«— fi)  [ai'\-(h{x-\-ri)-\'(H{x^+xri  -\-r^  -\ 

•  •  •  •  +  ««(«""^  +  ••••  +  ^r~^)] 

=  («  —  n)  [öl  +  «an  +  a^r^  +  •  •  •  +  ö^«r"~^ 

+  • +  01.«"-^] 

oder  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

fix)  =  («  — ri)  (6o  +  &i  a;  + +  fen-iaj»-^. 

Der   zweite  Factor    rechter  Hand    ist    eine    ganze  Function 
(n  —  l)ten  Grades,  die  wir  mit  fi  (x)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

/(a?)  =  (a;  — r,)/i(a?). 
Von  der  Function  fi  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für 
önen   gewissen  Werth  x  =^  r^    verschwinden  muss;   hieraus    folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

fi(p)  =  {x  —  r2)Mx% 

wo/s(a;)  eine  ganze  Function  (n —  2)ten  Grades  bedeutet.    Auf  die- 
sem Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 

fn^i  {x)  =  (x  —  r„)  /„  (x) 

^d  darin  ist  fn  (x)  vom  Grade  n  —  n  =  0,  d.  h.  eine  Constanted 
^1   Borch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhalt  man 

ei  \  f(x)  =  a,»«  +  a«_iic»-i  +  •  •  •  +  ai  a?  +  Oo 

^'^\  =  0(x  —  ri)  (aj  — ra) (a?  — r»), 
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worin  C  =  a^  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkennt,  da 
man  beide  Seiten  durch  x^  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendlicl 
wachsen  lässt.     Die  Gleichung 

4)  /(a^)  =  an(ic  — n)  (aj  — r,)  .  .  .  (4J  — rO 

zeigt,  dass  f{x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  ein 

der  Werthe  r^,  r2,  .  .  .  r«  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  je 

algebraische  Gleichung  nten  Grades  [f{x)  =  0]  hat  n  Ww 

zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Gi2 
chung  in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  näl 
rungsweisen  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  ^ 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  bxl* 
rerseits,  weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  : 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung^ 

f(x)  =  0 
befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  Xi  und  x^  < 
Art,  dass  die  Functionen /(a;), /'(a;), /"(a;)  endlich  und  stetig  bleit 
von  x  =  Xi  bis  x=  X2,  und  dass  f{Xi)  und  /{x^)  entgegengesetzte  Y* 
zeichen  haben.  Denkt  man  sich  Xi  und  y^  =  f{x^  sowie  x^  und 
=  f{x2)  als  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  S 
ten  der  Abscissenachse  liegender  Curven punkte  Pj  und  P^,  wobei  Oj 
=  a?i,  JlfiPi  =  yi,  OM2  =  X2J  M2P2  =  2^2  8®^^  möge,  so  wird  < 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  die  Abscissenachse  zvrischen  J 
und  M2  i^  einem  Punkte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das  | 
suchte  X  darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wei 
die  Curve  von  P^  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwähren 
fallt,  d.h.  wenn  f'{x)  innerhalb  des Intervalles  x  =  a:i*bi8  x  z=z  X2  »^ 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  /"(«)  innerhalb  d 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenweohsel  erleide,  so  sin 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  P^  bis  P^  nur  vier  Möglichk< 
ten  vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  od 
sie  fallt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fallt  convex  oder  steigt  oo 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  f'(x)  und  /"(a?)  gleiche  Vc 
zeichen;  wir  ziehen  dann  die  Sehne  P1P2}  welche  die  Abscissenacli 
im  Punkte  8  schneiden  möge,  legen  an  Pg  die  Tangente  P2^2i  ^^ 
haben  in  beiden  Fällen 

Oi8f<  0M<  OTa 
d.  L-  / 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind  /'(a?)  und  f"{x)  von  entgegen^ 
setzten  Vorzeichen;  wir  legen  dann  an  P^  die  Tangente  Pi2\,  zieh 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

OTi  <  0M<  08 
d.  i. 
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Wenn  die  Goefficienten  Oq  »  ^i  i  •  •  •  ^  ^eell  sind  und  x  = 
I»  +  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  bedeutet, 
60  genügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Wertli 
t  =  u  —  f  f7,  wie  man  aus  den  über  f(u  ■{-iv-\'  Qw)  angestellten 
Betrachtungen  leicht  erkennen  wird;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paarweis  vor.  Ist  nun  z.  B.  fi  ^=  A  +  i[i  und  die 
fioi\jugirte  Wurzel  rj  =  A  —  tfi,  so  können  die  beiden  complexen 
Fbetoren  x  —  r^  und  x  —  r«  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(aj «- A  —  t  fi)  (ä  —  A  + 1»  =  (a:  —  A)  2  +  fi «. 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Faoioren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f(x)  =  a?"  —  1  dienen, 
woW  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1  =  0  aus  §.54  bekannt 
sind.    Man  erhalt  för  gerade  n: 
6)  X»—  1 

=  (x— 1)  (x+l)\x^-'2xco$—-\-lJ  \x^—2xcos—-\-iy  •  •  • 


•  •  • 


\X'^-^2XC08^ -^  +  ^)  » 


Jigegen  ftir  ungerade  n: 

ß)  a?»—  1 

=  («—  1)  ix^ —2x008  — ^  -f  ij  fa;«  — 2a?cös— ^-|-lj  •  •  •  - 

(    o  CS  (»—  1)Ä     ,         \ 

•  •  •  \x^ --2x008  ^ ^4-1)- 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x*  -\'  1  ^=  0  gelangt  man  zu 
*^ogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

')  a?»+  1 

=  (««  — 2a;cos^  +  lj  \x'^^2xcos—-\-l\ 


(^^.^2xco8^^^^:^  +  l), 


Wenn  demnack  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
(fen  erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem /'(ä)  und/" (a:)  gleiche 
®^6r  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
*der  B)  neue  und  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Di^rch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren* 
"^  swiaehen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 


•   • 
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and  für  ungerade  n: 

8)  x»+  1 

.  . . .  ^a»9  — 2a?cos  ^^""   ^    +^)' 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wei 
man  einen  mit  dem  Radius  =  1  beschriebenen  Kreis  in  2n  gleid 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbii 
det,  welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehende 
Durchmesser  um  x  vom  Centrum  entfernt  liegt. 

§.61. 
Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Functionen. 

Unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebraischen  Functioi 

f(x) 
versteht  man  einen  Bruch   J:/^  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  gan» 

F(x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner  ▼<» 

höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle    nennt  man  si' 

unächt  gebrochen.    Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  t^^ 

mit  dem  Nenner  so  lange  in   den  Zähler  dividiren ,  bis  ein  acht  g^ 

brochener  Rest  zum  Vorschein  kommt,   d.  h.  jede  unächt  gebro 

chene  Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  äch 

gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  acht  gebrochenen  Function^i  ist  wiedei 

eine  acht  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  dai 

Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B« 

3  2a?     _    5a?^  — 2g;4-3 

0?— 1  "'■  a?2-f  1  ~(a;— 1)  (a?^  +  l)  * 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  imi 
gekehrt  wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochoi 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Pai 
tialbrüche,  zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  m 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F(x)  =   C(X  —  fi)  (X  —  fg)  .  .  .  .  (X-^fn) 

und  nehmen  0=1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  lieg 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochen« 
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Fnnction  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  im  Nenner  vorkom- 
menden Potenz  dividiren  kann^  Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  fi ,  fai  •  •  •  **«  gleich  sein  können;  so  wollen  wir  annehmen, 
es  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =  a,  /3  Wurzeln  jede  =  h  u.  s.  w.; 
es  ist  dann 

1)  F(x)  —  {x-^aY  {x--Vf  {x  —  c)7.  .  .  («  —  *)«, 

Q&i  die  Grössen  a,  5,  c,  .  .  .  %  sind  jetzt  eämmtlich  verschieden.  Der 
Zahler  der  gegebenen  Function  heisse  f{x) ;  sein  Grad  ist  <^  n. 

Für  den  Augenblick  sei 

2)  0{x)  —  {x-^'b)ß  (X'-ciy {x  —  lcY, 

mithin 

3)  F{x)  =  {x  —  aY^{x), 

femer 

*  gilt  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  A  und/i(a?) 
«gleich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 

/(^>        _      Ä       ,  A(x) 


5)  y^u./  _        A 

(x  —  a)«  <l^(x)       (X'-aY  "^  (a;  — a)«~i  (l>(a?)  ' 

^d  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  0(x) 
icn  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  ^(a)  von  Null  verschieden, 
^"^^  Ä  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Femer  hat  man  zufolge 
^  Werfches  von  Ä 

^  X  —  a 

^  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
iiOB  von  X  und  verschwindet  für  x  =  a;  eben  desswegen  lässt  sich 
diese  Fnnction  ohne  Best  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
fe  Qaotient,  d.  h,fi(x)  eine  ganze  Function  von  x.     In  der  Glei- 
chung 5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
idkt  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
Iflgi  werden  kann,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  Urfunction,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Bmheit  niedriger  ist.     Indem  man  dasselbe  The(»:em  wieder  auf  die 
sweiie  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 

S  cfa  J  Om  ilch  AnaljrBis.  %  ^ 
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m 

(rc  — a)«  0(x) 

_       ^         I  A  I  /2(a?)  . 

{x  —  a)«  "^  (a;  —  a)«-»  "^  (a;  —  a)«-«  C&(a;)  * 

es  erhellt  augenblicklich,  wie  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werden _ 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss : 

•    •    •    •     -4—  I  ■  ■  ■  -     — ♦—     ■■  • 

^    x--a    '     0(x) 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

W(x)  =  (x—ci (x  —  hY, 

so  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

0(x)    ~  {x  —  fc)^  "^ix)  ' 

mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  iudem  man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichung 

^  F(x)  ~  (a;  — a)«  "^  (a;  — a)«-i  "^  '^  x  —  a 

+ 

"^  (a;  — Ä;)'^  "'"  (a;— Ä)'f-i  "^  "^  a?  — Ä  ' 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung: 
acht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auF" 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  -4,  -4i,  .  .  .  Äa—ii  Ä  -^i  ®*^ 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Ver- 
fahren so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  ofiPenbar,  allen  auf  der  rech» 
ten  Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenn^ 
(x  —  a)^(x — fc)^...(aj — hY=F(x)  zu  verschaffen  und  dann  dieZ&hlef 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f(x)  und  dem  rechts  »^^ 
Forschein  kommenden  Zähler  ist  aher  nur  möglich,  wenn  beiderse^ 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x  gleiche  Coefficienten  besitzen ;  man  er- 
hält damit  a  -{-  ß  -{-'-'  -\-  x  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
stimmung der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 

9«2  —  3«  +  8 
ays  —  ^2  —  a5  +  1  /: 

Die  Wurzeln  4er  Gleichung  x^  —  x^  —  o?  -f-  1  sind  x=-\-l, 
X  dt=  4-  l,aj=—  1,  daher  ist  a?»  —  a?«  —  a?  +  1  =  (a?  —  1)« 
(x  +  1)  ^"id 

9a;g  —  3a?  +  8     _  9a?«  —  3a;  +  8 
a?«  —  a?3  —  a?  4-  1  ~  (a;  —  l)»  (a?  +  1) 


(a?— 1)2    '    a?  — 1     '    a?4-l 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  {x — 1)^  (a?  +  1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

9a?2  —  3a?  +  8 
=  {Äi  +  B) x^  +  (A  —  2B)x  +  (Ä-  Äi  +  J5), 
deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 
A,  +5=9,         A  —  2J9  =  —  3,         A  — Ai+J5  =  8; 
man  findet  hieraus  A  =  7,-4i  =  4,J5  =  5,  mithin 
9a?2  — 3a?4-8  7  ,        4  5 

+  :: — 7  + 


r- 


a?8  — a?2— a?+l        (a?— l)'*        a?— 1    '    a?  +  1 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbrüchen  würde  auch  die- 
ses YerfEihren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 


§.  62. 
Die  Zähler  der  Fartialbrüche. 


'^1  Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo  a  ==  /} 

=  y  =  .  •  .  =  X  =  1  ist,  also  der  Nenner 

1)  F(x)  =  (a;  —  a)  (a?  —  6)  (a?  —  c)  .  .  .  .  (a?  —  Ä?) 

^ine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 

js^\  F{x)         x  —  a    ^    x  —  h    ^    x  —  c   ^  'a?  — A? 

ers^l         Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form 


s 
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QN  /C^)    _     Ä  (p(x) 

^  Fix)         »— a  "^    0{x)  ' 

w  (x\ 
wo  ^,  .    die  Samme  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeichnet  und 

0{x)  =  (rr— 6)  («  —  (?)  .  .  .  {x — Ä), 

mithin 

4)  F(a?)  =  (rc  — a)  ^(ä) 

ist.    Durch  Multiplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  erhalten  wir 

f(x)  =  Ä(P(x)  +  (ä—  a)  (p(x) 
und  für  ä  =  a 

/(a)  =  4*(a)oder^  =  -M-. 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4)  des  vorigen  Par 
graphen  übereinstimmt,  0(a)  zu  entfernen,  differenziren  wir  die  Glc 
chung  4),  wodurch  entsteht 

F\x)  =  (a;  — a)  0\x)  +  ^(x), 

und  nehmen  auch  hier  x  =^  a;  dies  giebt 

F'(a)  =  ^(a), 

mithin  nach  dem  Vorigen 

^  F'(a) 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  anaL 
gestalten  und  es  ist  daher 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

a;2  — 7 
a;3-f  2a;2— 5a?— 6 

Der  Nenner  desselben  verschwindet  für  i»  =  —  1,  a;  =  -}- 
X  =2  —  3  und  ist  daher  =  (x -\-  l)  (x  —  2)  (a;  -f-  3) ;  die  Zerlegui 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

x^  —  7  "^4-      ^      4_      ^ 


Äj3-f-2a;2  — 5a?  — 6  a?-fl    '    a?  — 2    '    a?  +  3 

Hier  ista  =  —  l,5=  +  2,c=  —  3, 

f(x)  =  a?2--  7,  F'(x)  =  3a?2  +  4a?  —  5, 

j-  /(-l)  -  -^  I    1 


1 
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/(+2}  -   3 


i?  = 


1 


JP'(+2)  +15 


F'(-.3)  —  +10   ~  "^  *• 
nnd  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 
fl?3  — 7  ^1  1  1  1  1 

rc3-f  2a?2— öar  —  e  ~ic  +  l         6  *  a?  — 2  "^  5  '  x -\- 3  ' 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren   bleibt  im  Wesent- 
lichen ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  &,  c,  .  .  .  Jk 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  für  reelle  und  complexe  Zahlen.     Will  man  aber 
den  Uebelstand  vermeiden,   dass   auf   der   rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  vorkommen,    so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,   deren  Nenner  je  zwei  con- 
jagirte  complexe  Wurzeln  enthalten.     Um  dies  näher  zu  erläutern, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,    die  Gleichung  F(x)  =  0  habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  conjugirt  und  von 
den  Formen 

a=rr.pA-iq^        h  =  p  —  iq. 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 


F(x)         X — p  —  iq    *    X — jp  +  »2        ^^  —  ^  ^.  —  h 

'.  •    •■••,■ 

und  darin  ist 

^  ==    -PTf-^ 1 TT  »  If   = 


F'(p  +  iq)  F'(p-iq) 

t  • 

■    -    •       \     .. 

Die  vollständige  Entwickelung  von  A  führt  zu  eiuem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

A^  M  ^-  IN, 

da  sich  aber  A  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  i  unterscheiden, 
80  muss  B  den  conjugirten  Werth 

B  =  M  —  iN 
besitzen.    In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  eisten  Partialbrtlclie 
zusammenziehen;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  (a? — jp)^  +  fl^ 
im  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

2Jf=P,         ^2(Mp^Nq)=  Q 
setzen  und  erhält  dann 

8)    m.=  ^^+g  ■L-g-.t....  +  -Ä-. 
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Die  beiden,  zu  conjugirten  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbrüche liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  conjugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

i»8--3a;2  +  aj-f  5* 

Die  Wurzeln    der  Gleichung  x^  —  305^  -f-  a;  -f-  5  sii^d  x  = 
2  -\-  i^  X  =  2  —  f ,  a?  =  —  1,  mithin  wird  die  Zerlegung 

7fl;  — 3  ^  .  -ß  I        ^ 

1  +   Z o    I     j   T- 


x^—Sx^  +  x  +  Q       X'-2'-i    '    Ä  — 2  +  i    '    x+l 
Uier  ist 

a  =  2  +  »,         6  =  2  — t,         c  =  —  1, 

f{x)  =  7x  —  S,        JP'(a;)  =  3a?«  —  6a?  +  1, 

f(2  +  i)        +ll  +  7t^, 
^~F'(2+f)~~    2  +  6i~*  ' 

-^-l?"(2~i)--.    2-6i-«  +  ^'' 

^~jp'(-i)~  +10  ■"       ' 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7a?  — 3  _     |  — 2i  l  +  2i  1 


7  + 


a?3— 3a?2  +  a?-f5        a;  — 2  — t    '    a?  — 2  +  «        a?-|-l 

d.  i.  bei  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7a?  — 3  _        a?4-2 1 

a?8  — 3a?2-f  a?  +  5  ~"  a?2  — 4a?-f  Ö        a?  +  1  * 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


X 


m- 


a;«— 1  * 
worin  m  und  n  ^  m  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

7t 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  d' ,  so  hat  die  Glrichung  a;*  —  1 

n 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzeln 

a?=  +  l,         a?  =  —  1 
und  n  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  aus  den  Formeln 

X  =  coshd'  -|-  isinhd'i        x  =  coßhd'  —  isinhd' 


Cap.  IX.    §.  62.    Die  Zähler  der  Partialbrüche.        295 

dadurch  erhalten  werden,  dass  man  7*  =  2,  4,  6  .  .  .  .  n  —  2  nimmt. 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  PartialbrUche 

1        1  (—!)">      1 

n  X —  1  '  n     X  -{-  l 

Femer  giebt  die  Wurzel  x  '=z  cosli%'  -\-  isinhd'  einen  Partial- 
bruch, dessen  Zähler  ist 

(eoshd'  4-  isinh&y^"^ cosh(m  —  n)d' -{- isinh(m — n)d' 

n(coshd'-\-isinhd'y^^  n  ' 

wobei  der  Moivre^sche  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  n'9'  =  9r  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

_       coshmd'  4-  isinhmd' 

B=  ; 

n 

die  Wurzel  x  =  cosJid"  +  i sink 9^  giebt  also  den  Partialbruch 

1     coshmd' -}- isinhmd' 

n  X  —  (cos  hd'  -\-  i  sinjk  0") 

Der  conjugirten  Wurzel  x  =  coshd"  —  isinhd^  entspricht  der 
oonjugirte  Partialbruch 

1     coshmd'  —  isinhmd 
nx  —  (coshd  —  isirihd")^ 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
2  (x  —  coshd) coshmd'  —  sitihd  sinhmd 
^^^  H,  x'^—2xcoshd-\-l 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  läset,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebeneu  Brüche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)  für  Ä  =  2,  4,  6,...n  —  2 
hervorgehen ;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (27)  ist  also  für 
gerade  n: 


aj»  —  1         nx — 1  n      a;+l 

2   ^srn  (a?  —  cosh%)coshmd  —  sinhdsinhmd' 
"^  "w   ^                 a;2  — 2iccosÄd'+  1  ' 

Ä  =  2,  4,  6, n  —  2. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1=0 
folgende 
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x=  +  l, 

X  =  coshd'  -f-  isinhd'',        x  =  coshd'  —  isinhd'j 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  w  —  1; 

die  Rechnung  unterscheidet  eich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen, 
dass  die  Wurzel  x  =  —  1  nehst  dem  entsprechenden  Partialbruch 
wegfallt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

a;"*-i  11 


12) 


xn  —  1  n   X —  1 

2   ^sr^  (x  —  cos  It  ^)  cos  h  m  ^  —  sin  h  %'  sin  li  m  0* 


+  ^:s 


»    "'^  x'^  —  2  a?  cos  AO'+l 

h  =  2,  4,  6,  ....  n  —  1. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

Xm-l 


fl;«+l  ' 
wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.     Im   ersten 
Falle  hat  die  Gleichung  aj"  -|-  I  =  ^  °^r  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

X  =  coshd"  -}-  iHnhd'^        x  =  coshd"  —  isitihd ^ 

wo  'S"  =  —  und  Ä=  1,3,  5,... n  —  Izu  setzen  ist.   Der  Wur^ 
n 

zel  x  =  cosh%'  ■\-  isinhd  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähler 

cosh(m  —  n^d  -f-  isinh(m  —  njd 

■R  =  • , 

n 

wofür  man  wegen  nd  =  n  und  wegen  des  ungeraden  h  schreiben 
kann 

coshind  +  isinhmd' 


jB  =  — 


n 


Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  conjugirten 
Partialbrüche 

1     coshmd  4- isinhmd'        ,        1     coshind — isinhmd^ 

und 


n  X  —  (coshd  +  isinhd)  n  x  —  (coshd  —  isinhd)  ' 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden n  zu  folgender  Zerlegung: 

^m— 1    2  \-i — (x  —  coshd)coshmd -^  sinhdsinhmd 

^^     a;»-f  1        "n-^  x^ '-2X  coshd +1  ' 

h  =  1,3, 5,. ..91  —  1. 
Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  -f"  1=0: 
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X  =  00$%%"  -|-  isinh%'<t        x  =  cosJid'  —  isinhd'^ 

Ä  =  l,3,5,...n--2; 
die  Zerlegung  geschieht  also  wie  vorhin ,  nur  kommt  noch  der  Pnr- 
tialhnich  hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  o:  =  —  1  entspricht.   Man 
hat  daher  für  ungerade  n: 

14)       =  !^ — -^ 

a?"  + 1  n        x+1 

.    2  xri — (x  —  coshd')co8hfnd'-^  sinh^sinhm^ 
"*"  "n  — '  x'^  —  2xcoshd'+l  ' 

7*  =  1 ,  3 ,  5 ,  .  .  .  n  —  2. 


§.  63. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Wir  hetrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  a,  j3,  .  .  .  x  nicht 

sämmtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

w(x) 
Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  Ä;,  und  es  hedeute  -^^"y  die  Summe' aller  Par- 

tialbrüche,  in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 
lässt  sich  dann  folgendermaassen  dars^tellen: 

n        /(a?)  _       B  B,  .  Bg-.i  q>{x) 

^       F(ir)  ~(a;— r)e  "^  (a?— r)(?-i"^"*"^a:--r  "^  .0{x)  ' 
und  zwar  ist  hier 

2)  F{x)  =  (a;  —  r)9  0{x), 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  JS  +  JBi  (a:  —  r)  +  i?.,  (a;  —  r)  2  +  . . .  +  i^p  :^  1  (a?  —  r)  ?  - 1  =  Z 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f{x)  =  X0(x)  +  (x--r)Qq>(x). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
nehmen  in  j^der  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
selbst,  X  •=-  r  was  bei  X  und  seinen  Differentialquotienten  X',  X". 
etc.  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 

/(r)    =-  Xr  ^(r), 

/(r)  =Xr^'(r)  +  X;«S(r), 

/"(r)  =  Xr^"(r)  4-  2Z;<P'(r)  +  Z;'<P(r), 

♦  U.  B.   W. 
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Andererseits  ergeben  sich   aus  Nro.  3)   folgende  Werthe    von 

Xr%  Xri  Xr    etc. 

Xr  =  B,     Xi,=  lBu     X;'  =  1.2i22.     Z;"=1-2.3JB3  U.B.W.; 
substituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  1.2.d...m  mit  w',  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen: 

(     /(r)    =B^{r), 
5)        f{r)  =  BO\r)  +  VB,Ö{r), 

(     /"(f)  =  B^'\r)  +  2 .  r JBi  ^'(r)  +  2'JB2^(r), 

u.  s.  w. 
deren  allgemeines  Schema  ist 

/("»)(r)  ==  220("»)(r)  +  (w)i  l'JS,  ^("»-«(r)  +  (w)^  2'JB2^<"»-2>  W  +  •  - 
Man  kennt  hier  0{x),  mithin  auch   d?(r),  ^'(r),   0"{r)  etc.; 
die  Gleichungen  5)  enthalten    daher   nur  die  Unbekannten  J2,  J2,, 
i^  etc.,  welche  der  Eeihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

x^{x—iy  {x-\-  1) 


Um  zunächst  J.,  Au  Ä2  zu  bestimmen,  hat  man  Ä  für  22,  r  =  0, 

und 

0(x)  =  (aj— 1)2  (a?+l)  =  a?«  — aj2_a.^-i, 

d>'(a;)  =  3rB2  — 2a?— 1,         0''(x)  =  öi  — 2 

zu  setzen ,  während  f(x)  immer  =  1  ist.     Die  Gleichungen*  5)  wer- 
den jetzt 

1  =  ^, 

0  =  Ä(—2)  +  2^1  (—1)  +  2^2. 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

^  =  1 ,     -li  =  1 ,     Ä2  =  2. 

Um  B  und  ^1  zu  finden,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  B^ 
setzt  T  =  1, 

0(x)  =  x^(x  +  1)  =  a:*  +  a?», 

0'(x)  =  4a?8  +  3a;2, 
und  erhält 

1  =5.2  0  =  B.7  +  Bi.2, 
mithin 

B  =  l  Bi  =  —  l'         ^ 


Cap.  IX.    §.  63.    Fortsetzung  und  Schluss.  299 

Zur  Bestimmung  von   C  gehören    endlich    die  Substitutionen 
JS  =  C,  r  =  —  1, 

<P(a:)  =  x^iX'—iy-, 

die  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(— 4)    oder    Ü=  —  J- 

Zufolge  dieser  Coefficientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer- 
legung 

1 

x^{x  —  1)^  {x  +  1) 


a?«    '     fl;2     '     X    ^    2(ic— 1)2        4(aj  — 1)        4(a; -f  1) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
ändert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  Ä;  complex 
ausfallen,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  zwei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjugirten 
Wurzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
dification  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

a?  +  l 

(a?2  -f  1)2  (a;  —  1) 

handelt,  so  zerfällt  man  erst  x^  ■\-  \  m  {x  —  i)  {x  -\-  t)  und  setzt 
dann 

x+l X  -\-l 

(a?2 -f  1)2 (a?  —  1)  ""  (aj  — t)2(a:  +  i)2(a;— 1) 

__A_    .    ^iL- J-       ^        .       ^i       ,       ^ 

—  (x  —  ty  "^  x  —  i  '^  (x  +  iy'^  x  +  i  '^  x—l' 

Die  Gleichungen  5)  liefern,  wenn  man  f{x)  ==  o?  +  1,  J.  für 
22,  »  für  r  und  <P(a;)  =  (a?  +  0*  (^  —  1)  setzt,  die  Werthe 

Zur  Bestimmung  von  B  und  ^i  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
derlich, denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
scheiden, dass  überall  —  i  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  A  stände ; 
man  hat  daher 

7?—         *  7?    —        iÜ. 

Die  Substitution  r  =  1 ,  E  =  0,  0{x)  —  {x^  +  1)^  giebt 
noch  0  =  1  und  daher  ist 
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^i  r_i i_l  _  i  \hii  jL  i±il  4. 1    ^ 

4   [(x  —  iy        (ar  +  O^J        4  U— »  "^  a?  +  d  "^  2   ar—  1  * 
oder  bei  Zusammenziehung  der  coDJugirten  Partialbrüche 

a?  4- 1 


(a:2  +  1)2  (x  —  1) 


X 


1    «+1    ,11 
H"  TT 


(a?3-|-i)«        2  a?2  +  l    '    2  Ä  — 1 


I 


INTEGRALRECHNUNG. 


Gap.  X. 

Fundamcntalsätze  der  Integralrechnung. 

§.64. 

Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale« 

Die  Betrachtung  einer  Function  F{x)  und  ihres  Differentialquo- 
tienten JP"(aj) '  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgahen,  nämlich  ent- 
weder F\x)  aus  F{(ß)  abzuleiten ,  oder  umgekehrt  F{x)  zu  finden, 
wenn  F'ipi)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(aj)>  so  wüi-de  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Function  F{x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die^  Gleichung 


.1)  i:(i±4:zZ^  =/(.)  + 


8  -—'    •    «• 

benutzt,  in  welcher  q  eine  mit  8  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
girende  Grösse  bezeichnet.     Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

j'(a,  4-  ö)  _  Fix)  =  /(x)  8-\-q8, 
nehmen  darin  der  Reihe  nach 

a?  =  a,- a  +  Äi,  a  +  dl  -f-  ^2,  .  .  .  a  +  dl  -f  •  •  •  -f  ä„«i, 

8  =  dl,       dj,  A3,  ...  8n 

und  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen,  mit  pi ,  Q^^  *•*  Qn\  a^ch  wolleiv  \jyc  taä^S«- 
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meidung  jeder  Doppeldeutigkeit  von  /(«)  voraussetzen,  dass  /(«)  reell, 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von  x  =  a  his  x  =  a  -\-  Sy  ■{•  •  • 
•  •  +  Ä»— i;  wir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F(a  +  Ä.)  -  F(a)=f(a)  «,  +  Pi  «i 
F(a  +  Öl  +  öj)  -  F(a  +  «,)=/(«  +  «i)  ä,  *+  9,  S, 
F(a  +  5,  +  tfj  +  ö,)  -  F(fl  +  öl  +  Si)z=f(a  +  «1  +  Äj)  «,  +  Q»  S, 


Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

F(a+  dl  +  02  -\ +  5«)  —  F(a) 

=  m  ^1  +  f{a  +  dx )  Ä,  +  /(a  +  «1  +  «2)  «3  +  •  •  • 

•  •  •   +  /(a  +  *1  +  *2    +   •  •  •   +   Ön~l)  *« 
+    ^1  *1    +   C>3  *8    +   98  *«+•••   +   (>n  *fi  • 

Wählen    wir    die  beliebigen  Grössen  d^ ,  ^2 ,  .  .  .  du  so ,    dass    Uire 
Summe  5  —  a  beträgt,  so  ist  auch 

2)                FQ>)  -  F{a)  ^  [^löi  +  92«2  +  •  •  •  H-  (>n«n] 
=  md,  +/(a  +  3i)Ö2  +/(a  +  ()fi  +  J2)cJ8+ 

•••+/(«  +  *i  +  *2  +  •  •  •  +  *n-i)  in- 
zwischen zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  &  lassen  sich  nun  belie- 
big viele  Zahlen  iCi ,  352»  ^3 »  •  •  •  ^n— i  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um  be- 
liebig kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 

Xy    —   fit,      iCi   —   Xi,.     X-i   —  ^29  *  •   •  •  *P«— 1   —  ^n— 2»      ^  "^   ^«  —  1 

so  klein  machen,  als  man  will '").     Auf  den  vorliegenden  Fall  für 

Xi  —  a  =  d],     x^  —  Xi  =  §2^ &  TT-  fl;„_i  =  S^ 

augewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  ^i«  ^29  •  •  •  A« 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

^1  -f-  ^2  -f"  •  *  •  •  H~  ^«  ^^^  ^  —  ^ 
zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen  pj, 
92«  •  •  •  Qn  dei*  Null  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  A  gemacht  werden  kuin. 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  klein^i  8^^ 
"21  •  •  •  o„ 


*)  Geometrisch  ist   dies   der  unmittelbar   einleuchtende  Satz,   dass 

man  zwischen  den  Endi3unkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  beliebig 

viele  Punkte  üfj,  3/2,  .  .  .  Mn-\  einschalten  und   diese    beliebig   nahe 

nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man  will^ 

gowähM  werden  darf. 
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-^<«>i<  +  A.    — A<p2<  +  A....  — A<(..<  +  A 
folglich,  weil  alle  S  positiv  sind, 

-  A(3i  +  Ä,  +  «8  + +  ««) 

<  Pl  *1    +  QtSi   +  p3  *8   +  '  •  •  +  Qn^n  <. 
+  ^(«1+0»  + «3  4- -hSn) 

oder 

—  A(6  — a)<piÄi  +  (>2J2H ['QnSn<  +  ^Q>  —  a)' 

Diese  Gleicbung  zeigt,  dass  die  Summe  ßi  ^i  -f-  •  •  •  -f-  Qndn  ^6- 
liebig  weit  verringert  werden  kann ,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
und  jedes  3  unendlich  abnimmt,  während  die  Bedingung  dx  +  A3  +  '• 
•  •  -|-  d„  =  5  —  a  ungestört  bleiben  muss.  Unter  diesen  Voraus- 
setzongen  ist 

3)  Lim(Qidi  -f  ^2*2  +  •  •  •  +  Qn^n)  =  0, 
mithin  nach  Nro.  2) 

4)  ^      F(b)  —  F(a) 

r=Lim[/(ä)5r  + /(a  +  «i)  «2  + /(«  +  «1  +  «2)  «3  + 

+  /(a  +  *1   +  *2  +   •  •  •    +  *«-l)  *n]  • 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen ,  dass  bei  unendlich 
wachsenden  n  jedes  d  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aller  8  constant  =  &  —  a  bleiben  muss,  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annahme 

C^  =•  O2  =  O3  •  •  •  •  =: 


n 

in  welchem  Falle  einfach  d  für  ^i ,  d^  etc.  geschrieben  werden  möge ; 
est  ist  dann 

5*)  F(b)  —  F(a) 


=  Lim{l/(a)  +fia  +  «)+/(«  +  2«)  +  ...  +/(a  +  w  -  1Ä)]Ä}, 

b  —  a 


n 

wobei /(a?)  oontinuirlich  bleiben  muss  von  x  =  a  bis  x  =  "0, 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seit-e  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f(x)  d  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


*)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
f(x)  ==  Xf  mithin  ■F(x)  die  unbekannte  Function,  deren  Differentialquo- 
tient =:  X  sein  soll,  so  wird 

S^hlömiJobÄnalyeiB.  oq 
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F(b)  —  F(a)  —  IAmSf{x)8, 
wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Gliedei 
bezieht,  welche  für 


a;  =  a,  a-}-  8^  a  -{■  2  S^  .  .  .  a  •\-  n  —  1 
aus  f{x)  d  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(h)  —  F(a)  =  LimSf(x)  d, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x^  das- 
jeder  folgende  Werth  um  8  grösser  und  dass  endlich  h — 8  der  letzts 
Werth  von  x  sein  soü.  Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zwe 
Nachbaxwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^x  bessea 
als  9,  also 

F(b)  —  F(a)  =  UmSf(x)Jx. 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  4er  Sylbe  Xfft- 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  waclc 

senden  n  der  Ausdruck =  8  =  ^x  die  Null  zur  Grenze  lu* 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  ^x  kürzer  durch  das  Zer 

eben  des  Differentiales  {ß>(£)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

F(6)  —  F{a)  =  hfi^x)  dx. 


F(h)  -  F{a) 
=  Zm{[a  +  (a  +  cf)-f  (a4-2cf)H |-(a  +  n^=n:cf)]cf} 

=:itm{nacf  +  (l+2  +  S...  +  n=I)cfa| 


und  wenn  man  für  cT  seinen  Werth einsetzt: 

n 


5— a 


F(l>)  —  F(a)  =  Um{a(h-a)  +  |(&-a)(ö— a— ^_?L)} 

Daraus  folgt,  indem  man  o;  for  5  schreibt: 

F(x):=\x^-\-F(a)  -la9, 

oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F{a)  ~  |  a^  mit  C  bezeiohnel 
wird: 

JP(aj)  =  Ja;a+  0, 

wo  nun  (7  eine  wiUkührliche  Gonstante  bedeutet.     In  der  That 
F*(x)  =  Xf  wie  verlangt  wurde. 
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wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  Be- 
zeichnung ist  nun 


6) 


b 

F(p)  —  F(a)  =  ff{x)  dx. 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  a?  =  a  und  x  =  h  genommene  Integral  von  f(x)dx 
odei  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx,  genommen 
?on»  =  a  bis  x  =.h. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 


Fig.  40. 


tung  dieses  Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Ooordinaten  03I=x 
die  Abscisse,  MF  =  f(x)  die 
Ordinate  und  die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
GH  an  gerechnete  Fläche 
0  HPM=  F(x),  dann  bedeu- 
tet F(p)  —  F{a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  h  —  a  der 

Abscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OÄ  =  a  und  05  =  &  ist  dem- 
nach 

F(b)  —  F(ä)  =  Fläche  ÄBDC. 

Han  wird  sich  femer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen ,  dass  der  Differentialquotient  von  F(x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F(x)  ist  oder  in  Zeichen 

dF(x) 


0 


7) 


dx 


=  fix), 


dass  also  hier  zwischen  F(x)  und  f(x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
''dche  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
^(&)  —  F(a)  durch /(i»)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
6rhfllt,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck* 
förmiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  =  ^x  ist  die  Fläche  eines 
wichen  Streifens  =/(a;)z/iC,  mithin  näherungsweise 

F(b)  —  F{a)  =  i:f(x)  Jx 
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and  genau 

b 

F(h)  —  F(a)  =  UmZfix)  dx  =   Cf(x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  FQi) — FC^) 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Vortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszafil.li- 
renden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachherigen  Greu- 
zenUbergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet   an  cLer 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausföhUrbar 
sind,  wie   man   bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.     Man  is^ 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  darin 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x)  den  Differentialquotienten 
f(x)  oder  das  Differential  f(x)  dx  entwickelt  und  durch  ein  neue» 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.     Demgem&M 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  ffix)  dx 

Jede  Function,  deren  Differential  =  f(x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
vorzoichneton  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  /(x)dx. 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF{x)  =f(x)dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  ff(x)  dx  =  Fix) 
oder  auch 
10)                             jf{x)dx  =  Fix)  +  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Gonstante  anzuhängen.  —  Durch 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 

d  ff{x)  dx  =  dFix)  =  fix)  dx,  j 

woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und  /  sich  gegen*   '■ 
seitig  aufheben.  •    j 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das  besümmts 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener  unbe* 
stimmter  Integration  einmal  o;  ==  &,  dann  o;  =  a,  so  folgt  dnrob 
Sttbiraction 

(afmmb)  b 


Jfix)dx  —  ffix)dx  =  FQ))  -  Fifl)  =ff(x)das. 


I 

i 
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Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Sjpecialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
l^doch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass/(a;)  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a 
d  X  =  h  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
t  eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
IfXodification,  die  wir  später  erörtern  werden. 


§.  66. 
Die  Fiindamentalformeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
I>iferentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralforme], 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
^ttrf.    Aus  der  Differentialformel 


xf^dx, 


welche  for  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme   des  Falles  fjt  = 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

l)  /  xf^dx  —  — — .  +  Const.y  ii^^  —  l. 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

^1  Bo  findet  sich  auf  gleiche  Weise 


Die  Differentialformel 


dlx  ■=:  —  dx 

X 


P^\  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 
^)  /  —  =  2aj  +  (7(W5*.; 

i/      X 

«gemeiner  ist 

J  a-^lx        b    ^ 
^oinit  fOr  den  Ausnahmefall  fi  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.    Mittelst  desselben  Yer- 
ffthrens  leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 


/: 
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welche  nur  den  speciellen  Fall  ft  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt; 
femer  hat  man  nach  §.  6 

*^  /ijr^.  =  ^  «»-^  IT  +  <^- 

oder  für  a^  z=  a ,  ß^  =  bj  wo  nun  a  und  h  nothwendig  positiv  sein 
müssen: 

— r-T-^  =  r7=  aräan    ,  >—  +  Const, 
a  +  bx^       Yab  Va 

Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 

7)  /"^-^  =  A  ?f^^)  +  Const-' 

J  «2-/323.2       2a/J     \a--ßx/  ^ 

oder  _ 

wobei  a  and  b  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

'^  /jTf^  =  ^/(«  +  *-')+^ 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte* 
gralzeichen  stehen. 

Aus  §.  6  erhält  man  femer  die  Integralformel 


/ 


dx 


=  il(ßso  +  Va^  +  ß^x^)  +  Canst, 


V  «2 +  ^2-1.2        ß 
oder  für  «2  =  a,  jS«  =  5, 

9)  f      ^f        =  T7r^(^^  +  V7+6^)  +  Cons«.; 

J   V a-\-bx^        V  b 

auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

,  j  =  -3-  aresin  ^  +  ConsLf 

Ya^^ß^x^        ß  « 

oder 
.  n      dx  1  ajV^   .    ^ 

J  Va  —  bx^       Vb  Va 

Die  Differentialformeln  in  §.  6  liefem  noch  die  Integralformelii: 

11)  r,^t^=y^±F'+cona., 

'  J  Vo  +  bas«  6         ^  '  - 


/i 


13)  r_|^f_=___i +  Cona. 

J  Via  '         '  '   ' 
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12)  f        ^^       3=-T7=^ ^^ConsL, 

J  V  (a  +  hx'^y       aVa  +  lx^ 

xdx         1 

Hiermit  ist  die  Reihe  deijenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Aus  der  Gleichung  d\xlx  —  re]  =-  Ixdx  folgt  weiter 
14)  /  Ixdx  =  xQx^l)  +  Const. 

Durch  Umkehrung  der  bekannten  Formel 

e^*dx 


(^)= 


wird  femer 

/aax 
e»*dx= +  Const. 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
Ton  logarithmischen  und  Exponentialfunctionen  Anwendung  finden« 

Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um: 
jf z^\   zm  sm^udu,    d\ — ^— I    =  cosftwaw, 

d( —)  =  tanfbudu      d[ —)  =  cotfiudu, 

80  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

r  .         ,  cosau     ,    ^     ^ 

16)  /  sin^nudu  = ^--    +  Const. 

17)  /  cosyLudu  =  H —    +  Const. 

C .  t  Icosuu   .    ^     ^ 

18)  /  taniiudu  = — |-  Const 

19)  /  cotiiudu  =  -| h  Const. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  femer 

/du                     1        ^      fßtmu\    .    ^    ^ 
-2 — ; — ,  oo  '  o    =  —3  arctan  (- j  4-  Const. 

/du  _  _1_    /a+^ßtanu\        ^^ 

a^eos^u  —  ß^sin^u  ~  2aß     Ka-^ßtmu)  "^ 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen 

[y  1 a'  x^"] 
xarcsinax  -\ =  arcsinaxdxy 

dlxardanax ^^-^ -\  =  ardanaxdx 

L  2a       J 

entspringen,  nämlich 


22)  / 

23)  / 


Vi— a^a?« 

aresin axdx  =  xarcsinax  A — h  Const. 

a 

arctanaxdx  =  xarctanax ^— ~ +  Const 

2a 


§.  66. 
Allgemeine  Beduotionsformeln, 

Sind  die  Differentiale,  um  deinen  Integration  es  sich  handelt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtheile 
zusammensetzen.     Hierzu  dienet  folgende  Gesetze. 

L     Es  mögen  a  und  h  Gonstanten,  U  und  V  Functionen  von  Xf 
endlich  u  und  v  die  Differentialquotienten  jener  Functionen  bezeicb*   ] 
nen;  es  ist  dann 

d(aU+bV)  =  (au  +  hv)dx, 

mithin  umgekehrt 

1)  y  (aw  +  hv)  dx  =  aU  +  bV. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  u  und  v  gelten  femer  die  Gleichungen    \ 

dü=udx,        dV=vdx9 
aus  denen  folgt 

Z7=   J  udx,        V=  I  vdxi 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die  fol^ 
gende  über 

2)  /  (au  +  bv)dx  =  a  I  udx  +  b  1  v  dXf 
welche  die  Regel  zur  Integration  der  Aggregate  enth&li 
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Hiernach  ist  z.  B. 
J  ax-^- ßx^  J  x(a 4- ßx)   ^       J  ^  Ix  "^  a  +  ßxl 

aj  X  aj  a'\-ßx  a  a  ß 

-  1  /  »  \ 

a    \a  +  ßx) 

Da  die  Difierentialfonnel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
audb  för  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  z.  B. 


/^ 


dx 

X 


=  y  (1  +«  +Ä^  +  a?8+ +  aj»-i)(faj 

=^  J  dx  -}-    I  xdx  4-  /  x^dx  +  •  •  •  +  /  a?*"~^cfa5 

X  x'^  X^  X^     .     j^ 

1^2^3^         ^   n     ' 

H.     Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält   man  aus 
der  I>ifferentialformel 

d(UV)  =  Uvdx  +  Vudx 

^e  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Begel  für  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 


/  Uvdx  +  fvudx  =  UV 


oder 


jUvdx  —VT  --  fvudx. 

Zufolge  des  Werthes 

V=  I  vdx 
ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  Uvdx  =  17/  vdx  —  /  I  /  f^^ÄJ  wdffl?! 
wofür  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

/  Uvdx  =^  U  J  vdx  —  /  udx  1  vdx^ 
oder  auch,  weil  udx  =i  dU  war, 
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^  /  üvdx=  ü  1  vdx  —  I  dU I  vdx. 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  Ton  vdx  leicht 
gefdnden  werden  kann  und  gleichzeitig  d  U  ein  nicht  zu  complicirter 
Ausdruck  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  U=  1(1  -f-  a?^) ,  t?  =  flJ, 

A(l  +  x^)xdx  =  1(1  +  x^)fxdx  —[yT^J^^^ 

Cx^dx 

und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

SO  ergiebt  sich  schliesslich 

xl(l^x^)dx  =  1(1  +«2)^(1  +ic8)  —  |«2  4-  Const. 


/■ 


III.     Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


ß 


so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Yariabelen  häufig  gute  Dienste^ 
man  kann  nämlich  q)(x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  un— 
abhängige  Yariabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichuni 
(p(x)  =  y  auf  X  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  .Resultate  yo] 
der  Form  x  =  ilf(^)  kommt ,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  am 
indem  man  durch  Dififerentiation  der  vorigen  Gleichung  d[a;=^(y)  dl; 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 


ff[q>ix)]  dx  =Jm  ^'(S)  äy. 


Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  nnter^ 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  ^so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  .der  Form 

ff(Sf)^'(Sf)äy  =  F(i/)  +  Const. 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

//[9(«)]  äx  =  F[(p(x)]  +  Const., 
womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 


Cap.X.  §.67.  Integration  durch  anendliche  Ileihen.    315 

So  2.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

1 


/; 


dx 


«•  =  §f  sdsen,  worans  x=ly^  dx  =  —  folgt;    das  Integral  Ter- 
wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 

r    1      dif      r  dy 

änsen  Werth  ardany-^-  Const.  ist;  man  hat  daher 

dx 


/; 


C*  +  C"-' 


arctan(e*)  +  C^tm^ 


Hinsichtlich    der   vorhin    erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
f  (v)  =  y  müssen  wir  noch  hemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

«whrere  Terschiedene  Werthe  fttr  x  geben  kann  (aus  — =  y 

^x 

iB.  folgt  ebensowohl  x  =  y  -{-  V y^  +  1  ala  x  =  y  —  V y^  +  1) 
mi  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
Mm  seL  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
nigedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  ^(x)  zurück- 
hfemt^  Ton  welchem  man  ausgegangen  war. 


§.67. 
Integration  durch  tinendliehe  Beihen. 

Wemi  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
«Hergegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
BttBtens  auf  Jblgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


/• 


f(x)<p(x)dx 

^^f(x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  für  alle  zwischen  d?  =  A 
\aiix=  II  liegenden  x ,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 
otwa 

1)  f(x)  =  X^  +  Xi  +  X^  +  Xt  + ; 
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es  ist  dann 

2)  Jf(x)(p(x)dx  =  j{Xo  +  Z,  +  Zj  H )(p(x)dx. 

Hier  fragt  «ich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  54,  I.  für  endliche  '. 
hen  bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bk 
wäre  dies  der  Pall,  so  würde 

3)  fm9{^)dx 

:=  I  Xo  <p(x)  dx  -\-  j  Xi  (p(x)  dx  -{-  I  X2  (p(x)  <la?  -f-  •  •  •  • 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  köni 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  au< 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integratic 
methode  abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  < 
scheiden,  doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

I.     Die  Reihe  für  f(x)  habe  die  Form 

4)  f(x)  =  Oq  -\'  aix  +  aga?^  +  03»»  + 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsei^den  n 

Lim  — ^  =  A, 

woraus  folgt ,  dass  die  obige  Reihe  für  —  l  <!^  x  <^  +  A  com 
girt;  endlich  sei  zui*  Abkürzung 

5)  ^(a?,  w)  =  /  x*<p{x)dx^ 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Gonstante  angehangen  v 
den  möge.     Wenn  nun  die  Reihe  ao^(a;,  0)  +  ai^(a?,  1)  -}- 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimi 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  do if(x,  0)  +  Ol t^(«,  1)  +  ös*(«,  2)  H , 

und   von    dieser   wollen    wir    den  Differentialquotienten   aufsuc] 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen 
dass  auch  »  +  Ä  zwischen  —  A  und  +  k  fallt,  so  haben  wir 
nächst 

F(x  +  h)  —  F(x) 
h 

t(;(a;  +  ft,0)  — t<>(a!.0)    ,    ^   »(a;  +  ft,  1)  -  »(g.  1)  , 
=  o, jj +  ai f  . 
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Bechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

welches  voraussetzt,  dass  if(x)  und  i/(x)  von  05=  —  A  bis  tcrrr-f-A 
stetig  und  endlich  bleiben;  femer  substituiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
^*9{x)  statt  i/(x,  n)  und  erhalten 
7)  F(x+h)--F(x) 

h 
-do^ix+d'oh)  +  aiix+»ih)(p(x+^ih)  +  a<i(x+^2Jiy(p(x+^2^)+'" 
woO-o,  ^1»  ^j  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern,  wollen  wir  a?  und 
>lle  Goeffidenten  Oq,  cii,  a^  etc.  als  positiv  voraussetzeil.  Nun  lässt 
sich  Ä  BÖ  klein  wählen,  dass  die  Function  (p(js)  von  e  -=  x  bis 
*=aj-|-  Ä  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt;  im  ersten  Falle 
ist  jede  der  Grössen  yC^P  +  ^^o^)»  ^iX'\-^i'h)  etc.  grösser  als  q){x) 
lUid  kleiner  als  9?(tc  +  Ä),  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
((«klirt  wird.  Femer  liegt  {x  +  ^«Ä)"  immer  zwischen  a?"  und 
(«  +  Ä)»;  bei  positiven  Ä  und  wachsenden  (p{x)  ist  demnach  die 
Summe  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

(h^>{x)  -f  aix^>{x)  4-  a^x'^fpix)  -f  •  •  •  =f(x)  g)(x) 
^d  kiemer  als 

^Hx  +  h}  +  ai(x  +  h)q)(x+h)  +  ••  •  •  =  f(x +  h)q)(x  +  h), 

also 

W  abnehmenden  q)(x)  tritt  das  Zeichen  >  an  die  Stelle  von  <. 
Sehnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  h,  aber  in  jedem  Falle 
*lält  man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

'luthin  umgekehrt 

F(x)  =  I  f{x)(p(x)dx  -f  Comt 

F(x)  =  /  (oo  +  üix  +  a<i^^+  •  •  •  •) 9(^)^^  +  Canst 

Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
F(x)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(aJ,  0),  ^(ä,  1) 
etc^  so  hat  man  folgende  Gleichung 

ö)  /  (^  +  ötia;  +  a^x^  +  •  •  • )  <p(x)  dx  +  Comt. 
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=  Oo  J  q>(x)dx  +  «1    /  xq>(x)dx-^a2  J  x^g)(x)dx-^  .  .  .  -^  ' 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  aiu^-^ 
führt  werden  darf.    Auch  bleiben  die  vorigen  Schlüflse  an  der  Gre^^^ . 
der  Convergenz,  d.  h.  für  o?  =  +  A,  richtig,  wofern  di^  beiden  V> 
hen  noch  convergiren ,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  n< 
men,  um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Beihe 

f(x)  =  ao  +  Oix  +  a^x^  +  030?*  + 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  imm 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  a 
Bechnung  der  Coefficienten  schreibt;  femer  lassen  sich  alle  positiv 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  d 
f(x)  als  DiflFerenz  zweier  Reihen,  deren  jede  für  sich  nur  positi 
Glieder  enthält.  Der  anfänglichen  Voraussetzung  zufolge  convergir 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Fun 
tionen,  etwa  /i  (x)  und  f^  (x)^  also 

fix)=Mx)-^Mx). 
Hieraus  folgt 

Jf{x)q>{x)dx  =  Jfi(x)(p(x)dx  —  rMx)(p(x)dx\ 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwen  ^" 
bar  und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  ^) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Gliedl^ 
besitzt.     Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demna^'J' 
nur  zwei  Bedmgungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vo^^ 
kommenden  Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigk^»^^ 

von  g)(x)  und    1  x^q)(x)dx. 

Hiernach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

/  ^         dx  =  I  (l'-x  +  x^'-x^+  -  '    )x^'^dx 

_£«   __  ^e-M    ^«+^  __    x;^  C^ 

a         a+1  ^  a  +  2        a  +  3^       ^ 
Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Bi*i- 
heit,  so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  vielm«*'' 
wird  man 
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und—  =  y  oder  x  =  —  setzen,  wo  nun  ff  ein  echter  Bruch  ist. 
X  y 

Bas  Integral  wird  jetzt 

-fY^dy  =  ^J(i-y  +  y^-y^+  '")y"'dy 

1— «^2— a        3—«^  ^ 

oder  durch  Restitution  des  Werthes  von  y 

dx 


I 


aj«-i 


1  -fÄ 


a  — 1        a  — 2^a  — 3        a  — 4^ 
10  dasB  nun  der  Werth  des  Integrales  für  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

II.  Ein  anderes  Verfahren  um  über  die  Gültigkeit  der  allge- 
aeinen  Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
fl&mlich 

9)  /(a?)  =  Zo  +  ^1  +  ^2  +  •  •  •  +  X»-i  +  Bn. 
Dies  giebt 

10)  if{x) (p (x) dx--  fBn(pix)dx 

=  jXo  q>(x)dx  +  jXi  tp{x)  dx  -^ +    /  Zn-i  <p(x)dx, 

md  wenn  nun  beide  Reihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
H  BD  musB  erstens  LimBn  =  0,  d.  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conver- 
goit  sein  und  ausserdepi 


Lim  I  Bn  q>(x)dx  =  0 


forden,  was  aus  LimBn  =^  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
^er  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
^e  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen ,  welche  erst  später  ent- 
^elt  werden. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
^  Yerwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
memer  Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Capiteln  auch  nur  diejenigen  Differentialformeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  h.  in  geschlossener  Form, 
möglich  ist 


Cap.  XI. 

Integration   rationaler  algebraischer  Functionen. 

§.  68. 
Fixirung  der  Aufig^abe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Bas  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Capi 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelang  des  Integrales 

J  a  '\-  hx  +  cx^  +  •  •  •  +  *^" 
wobei  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  In 
gral zeichen  stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Functi 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässt  k 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  e( 
gebrochenen  Rest  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

a  +  ßx  •{-  ya?»  +  ■  -  ■  +  ^x"^ 

a  +  bx  +  CO?*  +  •  •  •  +  lex* 
=  «1  +  ßix  +  yiX^  +  •  •  •  +  «lOf**""» 

A  +  Bx  +  Cx^  +  '  '  '  +  3fg*-^ 

"^   a  +  hx   +  cx^  -\ +  Ä?a;» 

ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt  gebrochen 

Rest  mit  -—-r  ,  so  ist 
F(x) 

S=f[ai  +  ßix  +  Y,x^  +  •  •  •  +  x,a:«-»  +  ■^]d^ 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

X         ^    x^    .         a;3    .  a;~~«  +  ^         C  fix)  ^ 
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Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  einer 
uneoit  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letetcrer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem  # 

— nr^^  =  ^  / — rr"^^» 

a  -{-ox  J  a-\-bx 

dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundformel  4)  in  §.  65  er- 
giebt 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

Ä  +  Bx 


/-. 


dx 


a-^-hx-}-  cx^ 
^  ihm ;  dieses  zerfällt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

■  ^fa  +  bl  +  cx^^"  +  */a  +  J+c««'**' 
ieren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
L    Es  ist  identisch 

/dx  r cdx 

a-^hx  +  cx^       J  ac-{-  bcx  +  c^x^ 

cdx 


=/i 


(ac-\b^)  +*(c«  +  |6)»' 
^d  wenn  man  eine  neue  Yariabele  y  mittelst  der  Substitution 

ex  -\-  ll  =  p  ^    cdx  =  dy 
^*Jiftlirt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

3)  r        ^g  _    r  dy        , 

J  a'\-bx  +  cx^       t/  (ac  — J52)  _|_  y2  ' 

ffier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \b^  positiv,  NuU 
^«r  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
^*^ondformelp  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
^«r  die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  traten  Falle 

-     ac  —  \b^^O    oder    4ac  — 52>0 

^Voc  —  \b^  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
^  öleiehung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 
formel6) 

f\        J  a-^-bx+cx^       J  a^  +  y^        a  a  ^ 
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Nach  Kestitution  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 


♦)  A 


dx  2  ^        'b-\-2cx      ,    ^      . 


+  da;  4- ca?»  ~  V4ac  — 1>«  Viöc  — 5« 

4ac  —  52  >  0. 
*     Im  zweiten  Falle  (ac  —  Jft*  =  0)  wird  die  Gleichung  3)  zur  fol- 
genden 

f ^^ =    f^=.^l  +  Canst. 

J  a  +  hz  +  cx^       J   y^  y    * 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  y 

5)  f ^ =-  _1—  +  CansL 

^  J  a-\-hx  +  cx^  5  +  2ca;  ^ 

4ac  —  l>»  =  0. 
Im  dritten  Falle  (ac  —  Jft*<CÖ)  *■*  J^*  —  *^  positiv,  mithin 
V\h-  —  ac  eine  reelle  Grösse,  die  a  hräsen  möge;  die  Gleichung  3) 
lautet  jetzt 

J  a  +  hx  +  cx*       7  — a*  +  y*       J  a*  —  y* 
ond  daraus  ergiehi  sich  nach  Suhstitation  der  Werthe  von  y  und  a 

^ac  —  6*  <  a 
Eine  etwas  andere  Form  esrhilt  dkMS  Integral,  woui  man  von 
der  identisdien  dnchnng 


•(f) = '{^^ + '(-.) 


Gi^Mrautih  macht  und  die  eonslant^GrOss«  ?( — 1)  in  die  willkührliche  * 
Inleg¥tttionä«on$tattt#  etnre^uB»^;  <»  ist  dann 

und  iNian  wird  nun  di<^  Fwwiel  <$)  odiNr  di«  F<imai^  7)  benntsen,  je 
naclid«Nn  i«a  $|imi4l«n  FMW  V  ^ — 4«^  iMhr  oii«r  weniger  ab  b-|-2cd; 

IL    ViM  da»  iwiniW  ^  in  Srvk  ^  tmihWitim  Integrale  la 
«atwk^ijiK  ^t^^lM«^  w«^  YV4I  viM'  IHllfewintiaitfeCTai?!  ans 
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Die  ümkefarang  derselben  giebt 

J  a  +  lx-^cx'^  ^     '  ' 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^f  ^i\     .  +  ^of    ,f^^         =l(a  +  bx  +  cx^\ 
J  a  +  hx  +  cx^  ^      J  a  +  hx  +cx^         ^  ' 

und  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 
hält man 


Vm^0T^  =  ^  ^«  +  1..  +  ..«)-  A/_ 


dx 


+  l>a;  +■  caj2 

Das  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
gral zurückgeführt. 

III.     Setzt  man  in  der  Gleichung 

r  A^Bx    ^^ ^ ^  r      dx  ^  r__xdx__ 

statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
so  erhält  man 

«y  a  +  fea;  +  cx^ 

dx 


dx 


+  6a?  -f-  cx^ 

und  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
braischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 


§.  69. 

Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Beror  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
Yornefamen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erst  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


A 


(a+-6a?  +  caj«)»+i 

auf  die  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeiehnen  wir  das  Trinom  a  +  ^^  +  C^^  ^^urz  mit  T,  so  ist 

durch  gewöhnliche  Differentiation 

^1* 
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unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(b  +  2cxy  =  4cT—  (4ac  — l)«) 
und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 

Die  Integration  giebt 

h  +  2cx        ,,  r.^      r  dx  ^  ,^  ^  Cäx 

-■^^  =  (iac^h^nj  ^^^^^  -2c(2n~l)y  —  ; 

reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  and  setzt  zur  A 
kürzung 

1)  4ac  —  52  ==  A, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

dx 

Diese  Heductionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 


2^  r  (fa?     _h  +  2cx       (2n  — l)2cr 


/dx        Cdx        Cdx 
1^  V    T3"'o/   T*"' 


indem  man  successive  n  =  1 ,  2,  3,  .  .  •  nimmt  und  jeden  gewonne^^ 
nen  Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.     Man  hat  demnach 


Cdx        l  +  2cx    ,    2c   Cdx 


^..  o        r^^        h  +  2cx    .    Sc   r 


wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwicklungen  des  vorige 
Paragraphen  bekannt  ist;  femer 

dx 
_  }>  +  2cx        3c(b  +  2cx)        6c«    rdx 

u.  s.  w. 

Ueberhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale  von 
der  Form 

dx 


/■ 


auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  surackgefuhrt,  mithin  auch 
FoJlsiändig  entwickelt  werden. 
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Weiter  ist  nun,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 

\W)     v*^  —  i)-25r^*  —  ^ j'^r+i ^^' 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 
,/««— 1\        ^  ^     x^~^  dx  .    x^~'^dx 

—  (2n— m+l)c    ^^^    * 
Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 


■^  =  (w—  l)ay  -^;;^qpj (n  — m  +  1)5^  - 


2^+1 


oder 

8)     r^^^x 1  ag"*""^ 

y  2^+1  — ""  (2n  — m+l)c'     T« 

^  (n  — ifi+i)b    r£«»2i^   I         (»>^--l)q       fx'^-^dx 
"*  (2n  — i«+l)c7     T«+i     '^(2n  — w4-l)cy     T«+i 

Geht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
^nm  dx  :  T^-^^  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 
Integrale 

fxdx  Px^dx  Cx^dx 

entwickeb,  n&mHch 

w=:i  ra?(fa?    _  1  h    r   dx 

»       7   T«  +  i  ~       2ncT»        2Co/   T»  +  i  ' 
m  =  2  Px^dx ^ (n—  1)1)    P  xdx 

'       JI^mT—       (2n— 1)cT»        (2n— 1)c7   T«+^ 

g  r  dx 

"^  (2n  — l)c7  r»+^  ' 
wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
S®  Glfli<^ang  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales Ton  der  Form 

U  +  ^a?  4-  Ca;«  4-  •  •  •  +  JTa?* 


/ 


(aH-baj+ca?«)»+i 
Tollstlndig  ermittelt  werden. 


dx 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  3)  für 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Differentialformel  da^ 
stellt.  Lassen  wir  nun  —  m  +  2  an  die  Stelle  von  m  treten,  bo 
nimmt  die  Gleichung  3)  folgende  Form  an: 

f       dx 1 1 

{n-^rm —  l)ft    C       dx (m  —  1)  g        C     dx 

""(2n4-w— l)c7  oj'^-iT^  +  i  ~  {2n  +  m—l)cJ  a?"»T«  +  i 

m 

und   wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  hat  man 


L 


dx  1 


^m/rn  +  i  (m— l)aa?»»-iT» 

_ (n+m--l)5  r       dx         _  (2n  +  m— l)c  C       dx 

(m— l)a    o/ iT^^-^T^  +  i  (m--l)a     7  ««»"-«2^  +  1  * 

Für  m  =  1  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  a;  =  ^  anwenden  und  erhält  dadurch 

e 

direct 


r         dx r 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  und 
3)  auszuführen   und  nachher   rückwärts  g  =  —    zu    setzen    hat. 

X 

Nimmt    man  hierauf   in  Nro.  4)  m  =  2,  3,  .  .  .  ,  so  kann  man  die 
Integrale 


/dx  r     dx 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  imter 
der  Form 


/i 


stehenden  Integrales  ermitteln. 


( 
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§.70. 
Die  Integration  echt  gebrochener  Ftmetionen. 

Wenn  es  sich  um  die  AusführuDg  der  Integration 


f 


lumdelt,  worin  m  und  n  ^  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
^  von  Yortheil,  zunächst  o?"  von  seinem  Coefücienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  JVq 
(lividirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x),  der  Zähler /(a?).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 
L   Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  =  (x^a)(x  —  h)(x  —  c).  .  .  .  (a?  — Ä), 
wobd  a,  &,  e,  .  .  .  X;  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wei> 
)  80  hat  man 


/: 


dx 


Fix) 

'^  J  \x  —  a       X  —  h        X  —  c  X  —  Ä/ 

Bei  reellen  a^h^  o^  ,  ,  ."k  lässt  sich  die  Integration  sofort  aus- 
^^kren  und  giebt 


f: 


dx 


F(x) 
=il(aj-.a)  +  Bl(x  —  h)  +  Glix-  c)  +  • ..  +  KUx-^h)  +  Const. 

Hiemach  ist  z.  B. 

»2  —  7 


!-. 


dx 


i»8  +  2a?«  — 5a?  — 6 
—  l{x+\)  —  \l(x  —  2)  +  |Ka?  +  3)  +  Cmst. 

Sind  einige  der  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  A;  von  complexer  Form, 
etwa  a=|>  +  *g,  fe=|>  —  ig,  so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 


I: 


dx 


F(z) 

=/(,,£^)t+g,^^  +  c'^(«'-«)  +  •  •  •  +  ^^(^-*); 

das  noch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen,  wo- 
mit wir  uns  ia  §.  68,  III.  beschäftigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.    So  ist  z.  B. 
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J  «»— 3x»  +  a?  +  5^'  ~J  5  — 4a?  +  a?»^  ~7  TT»^* 
=  |7(5  — 4x  +  x*)  +  4aiTlaii(a?  — 2)  — Z(l+x)  +  Cbnst 

n.     £b  M  ftnier  l^(r)  Ton  der  Fonm 

F{x)  =  (x  — a)«(x  — 5)^(a?  — c)y («  —  *)*. 

FCr)  ~  {x  —  ar         (x  — a)«-»  ''"  *       "^  x—a 

^  (x  — 6>»  ^   (x  — fc)?-»  ^          ^  «  —  5 
+ 

"^  {x—\Y  ■•"  (x— t)«-»  ■"  "^  X— t 

üoter  dar  Tonosselnng,  daw  «,>,«,...&  ndl  sind,  hat 


/ 


m^. 


(— l)(x-«>-»     (^i>(jr-«)^  X- 


4-.4_?(.-a) 


""  U»-.>,1»M— ^+^^-  '('-*) 


(»-l>yr-t>»-i     ^«— a)^x-»"•-*  X— Jt 


K'-tX 


/: 


_  /Ti   .   1   »   1   .   __i I 1      1  , 


■    T ■■■■    Jf^T*^— ^1^      1k 
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x+1 


/: 


(a?«  +  1)3  (x  —  1) 


dx 


-   /T  ^  ^    ^+^     1    ^       Mir 

~c/  L     (aj«+l)«        2  ic»  +  l  ^  2  a?  — ij 

~T»Hn[""T^^^'"^^^  — -arctona?  +  j?(a?— 1)+  ötwsf. 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmethoden 
sind  folgende. 

m.    Nach  §.  62  (S.  295)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera. 
den  n  die  Zerlegung 

,.  Ä«-i        1       1       ,    (— l)*»       1 


0?» — 1        na? — 1  n      a?-|-l 

,    2^'^-^(a?  —  coshd)coshind'  —  sinhd^  sinhmd' 


n^^^  x^  —  2xco8hd'  -j-  1 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 
dagegen  ist  für  ungerade  n: 


^m— 1 


a?" — 1        «  a?—  1 


2's^(aj  —  cosÄ'9^)cosÄm'9^  —  sinhd'sinhmd' 


2) 


n-^^-^  a?2  — 2a?cöSÄ'9'+ 1 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

Xx  —  coshd')  coshmd'  —  sinhd'  sinhmd' 


ß 


dx 


x^  ^2x  coshd' +  1 
=  ca8hmd'\\l(x^  —  2xcoshd^  -{-!) —  sinhmd' ,  arctan       .  j,  <^ — • 
so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

ST 

a.  f&r  gerade  n  und  «O*  ==  ^ : 

n 

/a?"»— 1  1  /• 1^«» 

H 2|  <»«*»»*  •  K«*  —  2«  cosÄ«-  +  1)1 

/  *  =  2,  4,  6, ...»  —  2 ; 


5) 
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b.  für  ungerade  n: 

/>m— 1  1 

a;*— 1  n  ' 

H ^1  coshmd^ .  l(x^  —  2a?  cosÄ-ö"  +  1)  j 

Ä  =r  2,  4,  6,  •  •  .  H  —  1. 

lY.     Nach  §.  62  (S.  296)  ist  für  gerade  n: 

x^^^  2  -s;n —  (x  —  coshd^)  coshmd'  -f-  sinhd^  sinhm^' 

««+1  ~  «"-^  «2  — 2a?cosÄ'9'+  1  • 

Ä  =  1,  3,  5,  •  .  •  •  9t  —  If 
dagegen  für  ungerade  n: 

2  -5^ — (x  —  coshd)  coshmd'  -\-  sinhd'  sinhm9' 
''"  "n -^  0??  — 2a?cosÄ'9'  +  l  • 

Ä  ==  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2 ; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  vorhin, 
so  erhält  man 

a.  für  gerade  n  und  6"  =  — : 

tt 

+  ^'^[sinhm» .  arctan  "~^^^]  +  C 

/^  =  1,  3,  5,  .  •  .  n  —  1 ; 

b.  für  ungerade  n: 

—  — ^FcosÄ  w^ .  Z(a?«  —  2a?  cos*«"  +  1)1 

Ä  =  1,  3,  5,  .  •  .  n  —  2, 

y.    Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  lägst  nch  das  etwas 
AÜgemmnere  Integral 
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/; 


jgm-l 


leicht  zm*ückf£Qiren.    Unter  der  Yoraussetzang,  dass  a  und  b  an  sich 

positiv  sind,  substitnirt  man  nämlich 

1  1 


=  &"         '  =  (t)' 


und  erli&lt 

J  ajp"  +  6  fe  \aj     J  aj^+l 

wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
Yon  der  Form 


/■ 


dz 


az^  +  b 

▼öllig  ausgeführt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand. 
theile  derselben  die  eben  erw&hnte  Substitution  anwendet. 


Cap.  XIL 

Integration  irrationaler  Functionen. 

§.71. 
Einfachste  Fftlle. 

Unter  den  Fundamentalformeln  des  §.65  befinden  sich  nur 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadrat- 
wurzeln aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  Yorkom- 
men.  Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  Verallgemeinerun- 
gen jener  Integrale. 

I.    Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  ist 

dx  2V  a-\-bx 


ß 


+  Gonst.i 


Va  +  hx  ^ 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 

f(a+hx)Hdx  =  C^  +  ^y"^'  +  Const. 

fixr(i  =  h  —  |,  wo  A;  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu- 
ten möge;  es  wird  nämlich  

,,  r(a  +  hxy.         2(a  +  hx)*  Va  +  hx    .    ^      ^ 

1)  /  ,.   ■  dx  —  -^ — '  ^/,   ,v, h  Const. 

J  Va  +  hx  (2k+l)h 

Man  hat  femer  durch  theilweise  Integration 

rx'^ia+hxy,         „  r(a+hxy^  P  ^  ..     fipL+hxY , 

/    ^;  dx=x'^  I  \/      '  dx--m  /  x'^^dx  /  ^,         ^  dag 

J     Va+hx         J_  Va+hx  J  J  Va  +  hx 

2x'^(a+hxy  Va+hx  ^^        C       ,,    .  .  x»i/ — : 


Cap.  Xn.  §.  71.   Einfachste  FäUe.  333 

oder,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

Va  +  hx 

gesetzt,  jeder  einzehie  Theil  integrirt  und  die  Gleichung  mit  (2h-\'l)b 
moltiplicirt  wird, 


dx 


+  hx 


^2x'^(a  +  hxyVa  +  bx  —  2ma  /         .i 

J       V  a 


'a?*^~i(a-}-feir)* 


dx 


+  hx 
'x^(a  -\-  hxy 


o    1.  r^'^ia  +  oxy 

—  2mfe  /    ,;  dx. 

J     VaThx 


+  605 

Sclidft  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite, 
80  erhält  man 


2) 


J     V  a 


2ma 


^2x*(a  +  bxy  Va  +  hx 

(2m  +  2*  +  1)6  (2m  +  2Ä;+ 1)6 


/p«— i(ö  4-6ir)* 


+  6a? 


dx. 


{^mss  1,  2,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  der  Beihe  nach  die  Inte- 
gnle 


A 


(a  +  hxy 


dx, 


J    Va 


Vä-pbx 
daher  Iftsst  sich  auch  das  Integral 

-Ax)  (a  +  bxY 


g(a  +  6a?)* 
+  6a; 


dx  u.  8.  w. 


/ 


dx 


ya  +  6« 

jederzeit  entwickeln,  wenn^f(x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Fanctioii  Ton  Xf  und  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet 

TL     Um  femer  den  Werth  des  Integrales 

dx 


/i 


V  a  +  6a;  +  CÄ* 

2ita]^e8timmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  L,  doch 
muStoen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
onterscheiden. 

Der  absolute  Werth  von  c  heisse  }^,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
-f-  y  und 
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J  Va  +  hx  +  yx^       J  Yay -\-lyx-\-Y^x^ 

Zur  Abkürzung  sei  ay  —  \'h^  =  h  und  gleichzeitig  werde  eine 
neue  Variabele  y  mittelst  der  Gleichung 

|5  +  ya?  =  y,     x  =  ^^J   ,    dx^---dy 
eingeführt;  es  ist  dann 

J  Va-\-}>x-^yx^     WJV^  +  y^     W  ^^^-r 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

Vy 

vermögender  Bedeutung  von  y  bab^  wir  dann  folgende  Integral- 
formel 

3)  f,      ^^ =  zri=l(b-\'2cx^2V7Va+hx-\-esß)+  Const. 

c>0. 
Im  zweiten  Falle  o  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich: 

dx  r  YTdx 

V  a  +  bX'—yx^       J  V  ay +  hyx--y^x^ 

und  setzen  J6^  +  ay  =  a\ 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fnndamentalformel 

/77==="=77=»  /,/  z=z:-j=z  aresin ^  +  ötwÄ 

Va  +  hx-^yx^      VyJ  K ««— y«      Vy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  );  =  —  c,  a  und  y  folgt 


nun 
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.X        C ä,x  1  — .ft  — 2ca?    ,    ^     , 

4)       /  .-y  =  TT=  arcstn -7==  +  Canst, 

c<  0. 

Der  dritte  Fall  c  =  0  bedarf  keiner  Erörterung,  weil  er  auf 
das  zu  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  Zurückführen  wüi'de. 

m.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  §.  69  unter  2),  3)  und  4)  entwickelten  Heductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  Umkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  far  belie- 
bige m  und  n  gelten.     Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

6^  f  ^^     —  ^  +  ^<^^    I    (2n-~l)2c  r^fa? 

[T=a  +  6a?  +  ca?2,    A  =  4ac  —  5»] 

der  Reihe  nach  n  =  |,  |,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen : 

dx       9^  +  ^^^ 


tVt  iVt 

dx  J[>-\-2cx       Bc    r  dx 


f 

/dx      2  ^  +  2ca?        bc    r  dx 
t^Vt  ~ '  xtVt     3I7  tVt 

u.  s.  w., 
aus  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 

worin  Ä;  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lasst  und  fQj:  ib  ]>>  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

Cdx  _  5  +  2ca;  %X  C  ^^     . 

^  J  T^^       (2n— l)2cr»  "*"  (2n  — l)2Co/   T»+i  ' 

für  n  =  —  |,  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

J,.tVt  =  Htfff  r^  +  Ji-  f,.VT 

U.  8.  W., 
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durch    deren    wiederholte  Anwendung   sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

für  ein  ganzes  positives  Tz  entwickeln  lässt.  —  üeberhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

jTJ^  dx  =  j{a  +  6»  +  cx^y  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (Ä  + 1)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.69  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x'^TPdxxmd  J -^TPdx 

entwickelt  werden  können ,  indem  man  n  -\-  l=i^-hD  ^®*^ 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfahrt     So  erhält  man  z.  B. 


f ür  n  =  —  |: 


/x'^dx  _  gm-iyy  ^  (2m—l)h     rx"^"^  dx 
Y^  mc  2mc       J      Y^ 

(m — l)a     rx^'^dx 

mc       J     Yt      * 
woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  Px^dx  px^dx 

Vr  '   VTF'   JT7"" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.72. 
Integration  duroh  WegschafTong  des  Wurselseioliens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Yariabeln  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  einer 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
imd  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  CapiteLs.  Die  Fälle, 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gaie  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

I.  Um  ein  Radical  von  der  Form  V  a-\-  ßx  wegzuschaffen, 
ireizt  man  einfach 
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1)  Va  +  ßx  =  y,  mithin  x  =^^1=^  ,     dx  =  ^dr, 

da  die  Werihe  Yon  x  nnd  dx  rational  sind,  so  leistet  dieSahstitution 
das  Yerlangte. 

Biernach  ist  z.  B: 
J  o  +  6V«+/J«        ßj  a  +  hy—bßj\       a  +  hyj   ^ 

=  jß  [Vtt+ßx  -jl(a  +  »V «  +  /»«)]• 

.Als  nreites  Beüpial  diene  die  Entwickelang 

dx 


f, 


(a-^hx)Va+ßx 
_  2^  r__^ydy___  _       r  dy 

Hier  ist  zu  unterscheiden,  ob  a/3  —  ha  und  5  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Yorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
tion leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

Radical  von  der  Form  k  « +/S«  wegzuschaffen  ist;  man  setzt 
nämlich 

t^a-f/Ja?  =  y,  mithin  x  =  ^  T"  ^  ,    dx  =  ^^ — dy 

P  P 

nnd  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

IL     Wenn  ein  Radical  von  der  Form  V  a^  -|-  ß^x^  vorkommt, 
so  ist  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen;    die  Gleichung 

V^«*  +  ß^x^  =  y  giebt  nämlich 

Vy^-^a^  ydy 

X  =r ,    ax  =     ■/  , 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
San  setat  in  diesem  Falle 

Ya^  +  ß^a^^ßx  ^ 

Sehlömiloh,  Analysii.  ^^ 
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hieraus  folgt 

und  diese  Aasdrüdce  sind  pämTntKrJi  mtioniL 

Mittelst  des  angegebenen  YerfiJirens  eiMlt  man  x.  B. 

dx 


f- 

J  {a 


rsj.«  J  Ia4-2aß9 


4) 


+  hx)  V  «*  +  /f*x«  J  b«  +  2a/Jf— d«3r»' 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

nnd  Wfsan  man  hier  den  Werth  rem  jf  ans  Xrow  2)  einaetat,  so  ge- 
langt man  zn  d&  Formel 

^x 

(«+6x)V  ««+/!«*» 

HL    Um  «in  Radiad  Ton  der  FonaV  •* — ^*Jg*  wqgauBchaffen 
benntaf  man  dw  Sdhstitnticin 


^  W«««Vj^.  vi^fi  A^fi^vbr^Sb^  siatd  iMMal  «ml  hiiagMi  daher  keine 
w^fte  Wart^  in  da»  btM^nraL 

Nac4  dW^araa  V<Hr«diM«k  «rhih  «Mm  a  & 


/ *^ ^  / 

/    lA   *   ^vft'\    J^^^  jr^JT»  /  *:*  - 


\^  4*«  •«  a^K^^^WisW«^  v^  4^  4^  >a  «fei  ai  —  >«  gleidie  oder 
<*^et^***f*^'*^'^*^''  ^N'^'tv^'W*  W*wÄ*y*^  'i^  ai»  ^*i^  —  >*«*  poeitiTv 
N^U  >\^  «v^U\  viü^  ^i^  |y^i^\Mitlif«  V^u^  tTi<i!ftt<Wii  die  Weiihe 
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Const. 


Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  ^  gelangt  man  zu  fol- 
gend«! drei  Integralformeln 

7)       für  a»/J«  —  b«a«  >  0 ,        / // 

-=  -  rr=^ ^«»-^«^  l/(«^-^«)(«-EM  +  Consti 

Y^ßf^^  Y    (aß  +  ha)(a  +  ßx)  ^  ^^'^ 

far  a»/J»—  6»a3  =  0,       /  f^ 


8) 


2    _U«il|^^c^^ 


aß-\-'ba   y    a-\'ßx 

9)        far  a«/J3  —  l>2a3  <  o,        /  ^? 

'  ^  ^  J  (a  +  MVa«  — /32a?2 


Z 


&»««— a^jS«  Vy  (&a+ai3)(a+/3a?)— y  (ha^aß)(a^ßxy 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelung.  Nach  Nro.  6) 
erhält  man 

/dx  r        (l+y^)dy 

(1  +  ix)^V  1  --a;2  ~  ~  V  [1  +  fi  +  (l  -fi)y^? 

und  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Keductions- 
formel 

f      dy       _          y  J^   r    dy 

J  (a  +  cy^y       2a(a  +  cy^)  "^  2a  J  a  +  cy^ 
anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung : 
a       (  ey r  dy 

Die- noch  übrige  Integration  ist  leicht  ausfahrbar,  wobei  die 
fÜle6*<C  1,€3  =  1  und £3^  1  zu  unterscheiden  sind;  durch  Be« 
■titotion  des  Werthes  von  y  erhält  man  schliQQQlich 
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10)  fiir6»<l,  ^  *** 


h 


4-«aj)»yi  — »« 


cVl-a?«  2  .       )/(l-f)(l— g)}  ,    ^ 

1  — £M   !+£«         y  i_{>  r    (l  +  e)(l-|-a!)) 

11)  fare«=l, 

(l+«)«/l-a;'~        3   14-»   K    !+«■'"      ' 

12)  fiir«2>  1,  f ^^L. 

J  (1 -f  «x)»  y  1  —  »» 

1    {     «Vl=^  1-     vV(i+«)(i+a;)+V7iZg(i^)\) 

-.._i|    i+,a,  -1- Tprr'l^v (i+,)(i+«)-v (i_«)(i_a,)/ j  "*■  ^- 

lY.    Durch  ähnliche  Substitutionen,  wie  sie  in  den  beiden  vori- 
gen Abschnitten  benutzt  wurden,  lässt  sich  auch  eine  Wurzel  von 

der  Form  Vo-f-^^iy^  wegschaffen,  wobei  y  an  und  für  sich 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 

13)  V4ay  — /52  =  A.; 
man  benutzt  dann  die  Substitution 

und  erhält 

A(l  -  y»)  -  2/Jy 


15) 


X  = 


4yy 
4y       y« 


Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setsbe  man  zur  Ab- 
kürzung 

16)  V4ay4-j8«  =  f* 

und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 


17)  1/p  +  ^-ay« 

aus  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben: 
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*—        2y(l+y«)        ' 


18)  I         V«  +  /»«  — y«'  =  r^  j 


» 


d«  ^  — 


2(t      ydy 


y  (1  +y»)' 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 


2y»-^ 
2  .  2  ■    ' 


s=  —  —=»■  arckmy  =  —  77=-  arcian  I  /   ■■       —      ^  • 
Vy  vT  1/    1  I  2yx-ß 

Hier  Iftsst  sich  ardan.  in  a/rccos.  oder  aresin.  amsetzen*,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  casu  :=  e  folgt: 


2arctan  1/  —-r; —  =  arccos»  =  -r arc8iniB\ 

Y    1  4-JB^  2 

es  wird  nämlich 

,/  =  ,y — L  arcsin-^ ^  +  Cons^., 

was  mit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt. 


§.  73. 
Integration  binomisoher  Differentiale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 
Ausdrücke  von  der  Form 

worin  m,  n,  p  und  g  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re* 
dnction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 
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L    Setzt  man  erstlich 


.  i  .   ,i-. 


SO  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

2)  ra?"»-i(a+-5aj»)'5*fl[ic 

/f» - 

und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden,  so- 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht.     So  ss.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
n 

gen  Formeln 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  z  durch  Entwickelung  von 
(jer^  —  1)^  ausgeführt  werden  kann ,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  is  aus  der  Gleichung 

ZU  nehmen,  also 

£f  =  (l-.a;2)7 
einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 

i_  2. 

3)  »  =  ( -T — 7 )   also  dfaj  =  —  2—    -, ; 

man  erhält  durch  dieselbe: 

4)  fx^-\a+lx4  dx=-  g"~^^  f     ''^''"^'' 

J  n      J  ^^+£.+1 

und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn h  — 

eine  ganze  Zahl  ist.     So  hat  man  beispielsweise 
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und  darin 


(    1     ,1  ,  (M-^5^ 


nach  welchen  Angaben    die  Rechnung   keinen   weiteren  Schwierig* 
keiten  unterliegt. 

n.    Ist  weder  —  noch 1 eine  ganze  Zahl ,  so  lässt  sich 

♦       w  n  g 

das  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 

man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Keductionsformeln, 

die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  s  und  a  +  hx^  mit  X,   so  giebt 
die  partielle  Integraticm: 

—  ^'  —  —  sX—^dX^^, 
■       m        J  m 

und  weil  dX  =  l>nx'~^dx  ist: 

6)  /  »"-» X'dx  =  ^^^  —  —  /'a!"»+»-i  Z*-J  dx. 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s  wiinschenswerth  ist. 

Durch  ümkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

a.m+»-ix'-ie?a;  =  V^  —  T^  I  x^-'^X*dx 

ons  onsj 

oder,  wenn  m  —  w  fttr  t»  und  s  +  1  ^  ^  gesetzt  wird, 

6)  fx-^-'X'dx  =  \"7TiV  -  rr^^  fx-^—^X'^^^dx; 
'J  &w(s  -f- 1)         tn(s  +  1)«/ 

^  mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert^  gleich- 
zeitig & 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
Ix'^-^X'dx  =  fx'^-'^(a  +  hx'')X'-^dx 

=  a  fx"^"^  X'~  ^dx  +  5  /'a?"»+»-iX'-ic?a? 
mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zun&chst 
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m 


'.*        hns   r 
m  J 


in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  4"  1  ^^  ^  '^^^  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)    /  x^~^X*dx  = ^^ — ■ ■ — -  I  a?"»+"    ^X'dir; 

J  am  am         J 

diese  Reductionsformel  vergrössert  m  ohne  s  au  andern.  Drückt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  und 
schreibt  nachher  m  —  n  für  tn,  so  ist: 

8)  L^--x'äx = tr?'V  -  5^^Y*"— ^^•^*. 

J  h(m-]-ns)        h^m  +  nsjj 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  s  .herbeigeführt 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

fx'^-^X'dx  =  a  fx'^-^X'-^dx  +  h  y  aj^+'-^X'-idfa?, 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 

jx'^'-^X'dx 

=  a/ jj^^-^X'-MÄ  +  dl^^  —  -^  fx'^-^X*dx\' 
J  L  ons  hns  J  J 

Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx^-^X'dx  =    ^"!^'    +     ^y      fx^-^X'-^dx, 

J  w  +  ns       w  +  nsc/  .• 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s  ohne  Aenderung  von  m 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -{-  1  für  s  und  reducirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  ?.«.-! XM^=-^::;^    «,+«+«« r_^ 

J  an(s  +  1)         an(8  +  l)  J 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  8  ohne  Störung  des  m  zu 
vergrössern. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Redac- 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  W&re  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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- y  =    /  X     a(a  — a?)    «da?, 

y  ax  —  Ä*       «/ 

und  darin  h  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
saccessive  Yerkleinerung  von  h  auf  das  Integral 


/ 


dx  .   2a;  — a    ,    ^     . 

V  ax  —  x^  ^ 


zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

/x^dx      _ ___  x^-^Vax  —  x^        a(2A;— 1)  P  x*-^dx 
Vax  —  x^~  ^'  2*      J  y ax-'X^  ' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71   finden  kann.     Aehnlicher 
Ueberlegungen  hedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Keductionsformeln  für 
m  —  n  =  0,  sowie  fär  m  -|-  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen,  wie  ein  Kückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Difie- 
rentialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
Beductionsformeln  nicht. 


§.74. 
Integration  mittelst  unendlicher  Beihen. 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  DifiPerentiales  auszufahren,  so  benutzt  man  gewöhn- 
lich das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
so  mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
sein  dürften. 

a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

r  dx  .  r      1 1 

J  V  1  —  (a«  +  /J«) a?«  +  «2/380?*  ~  J  Vi  — ««a?»  Vi— /J«««    ^' 

worin  o,  ^  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Keihe  verwan- 
delt oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brüche  a  und  j3  enthält ,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  con^veit^ti  i^^ 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortscbr^tet     Uni  er 
der  Yoraussetznng  a*  ^  ß^  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

r dx 

J  V(l  — a*««)(l— /5»««) 

=/Fr^  !'+>'* +^''"  +  •••1 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  2«,  X^,  X| 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinznf&gt» 

dx 

V(l  — a«ir»)(l  — /J*««) 


1)  f.  ==  +  Omd. 


Bas  erste  der  Integrale  Xp^  Xf ,  X4  etc.  ist  unmittelbar  be- 
kannt, nämlich 

2)  2.  = ; 

IC 

zor  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reduetkmsfoirmfll 

x^dx 


f 


Vi  —  «»«» 


««-iVi— a»«»  .  «1—1  r  «•-**« 


+ 


»— 1  r  x^-* 


tu  «'  »a*  J   y  \ a's* 

oder 

worin  der  Reihe  nadi  »  =  3,4,6  ete.  an  aetaen  ist 

Will  man  den  aweiten  der  angedeuteten  W^go  gd&en,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen 


\  l_^«jr*         ^3*^       ^ä.4'^        '  2.4. 6 
mit  «nandte^r  au  multiplicirNi;  das  Rseohat  irt  tob  der  Form 

■  ^  ^  a  +  OtJr*  +  Cijr*  +  C4«*  +  . . . . 

und  awar 
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'  ^     C4  =  1(3«*  -f  2o«/3»  +  3/J*) 

Ct  =  Ä(6a*  +  8a*/J»  +  3«»/J*  +  5/3«). 

Durch  Integration  erh&lt  man  hieraas 

'  J  l^(l-«««»)(l-^«a,«)  ~    1     ^     3      ^     5      ^ 
WO  nnr  noeh  eine  willkührliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelipg  des  Integrales 


N 


1  £3/1.2 

da?,  6«  <  1,  a;2  <  1, 


1  — a?« 

welches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 
vorkommen  wird.  Ist  B  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  jV  2, 
so  thut  man  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan- 
dein  und  zur  Abkürzung 

x^dx 

— — .    77 


/i 


y  1 — 0?« 

zu  setzen.    Man  findet 


«-.!,,         17«    o        1^4.        1.3  Di, 
=  Cto«rf.  +  Di  -  -^5»  -  -  -^6*  -  —  -gü-a« , 

und  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  XJ  bezeichneten  Inte- 
grale nach  den  Formeln 

7)      Da  =  arcstnXf      ^m  =  ^^ ^—^ . 

Wenn  dagegen  a  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
gefundene  Beihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dasB  man  eine 
sehr  grosse  Menge  von  Beihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
nur  massige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfor- 
mationen von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

und  hier  Iftsst  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
Reihe  verwandeln,  sobald 
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ist;  dies  giebt 

7  1^2      1—«»  2.4    (1—X«)»    ^        ) 

Dnrch  Integration  der  einzelnen  Beihenglieder'*)  erhftit  Bwn 


•  •  I 


2  — «2  ' 
wobei  zur  Abkürzung 


/i 


(1  —  x^y 

gesetzt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Beductionsformel  6)  in  §.73  findet 
man  leicht 

wonach  die  successive  Berechnung  von  7^,  Vs  etc.  keine  Schwierig- 
keit bietet. 

Im  Fall  x^  die  angegebene  Grenze  übersteigt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Glei- 
chung 


*)  Die  Beftigniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn  man 
sich  für.  den  Augenblick 

x^  z 
5  =  «a  oder  x  =  ^>     i 

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 

Die  letzte  Reihe  schreitet  nach  Potenzen  von  z  fort  und  daher  dör- 
fen  ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.  67  integrirt  werden,  wofern  (1  ~  «^jr* 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Restitution  des  Werthes  von  m  gelangt  man 
nachher  su  der  oben  angegebenen  Reihe. 


•  •  •  1  • 
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worin,  w^gen  o;'  <C  li  &nch  immer 

(1  — «2)a;» 


<1 


1  —  «2«« 

nnd  daher  die  Beihenentwickelung  erlaubt  ist.     Dies  giebt 

•/  r  ^  2    1  —  «««»  ^  2 .4  (1  —  «»«»)«  ^        S 
und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

=  öMMfc  +  «  +  y  (1  -««)Tri  +  1^  (1  -c«)»Tr,  \  • 

dabei  ist 

_         1  j  1  ./l  +  c«\ 

^*=(2]fc^t(pi^^ 
wie  man  mittelst  der  KeducWnsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Sn^ch  liesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
flahren,  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V  1— ««««  =  1  —  |fi»aj2  —  leH^  — 

mit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet;  die 
Bechnung  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
ersten  Beispieles. 

c.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
auf  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
entwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constante  differiren 
nnd  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  fuhrt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 

^      dx  =  l(l+x)  +  Ci, 


.  •  •  • 


•  •  •  • 


/ 


1  +x 


350  Cap.  XII.  §.74.  Integration  mittelst  unendlicher  Reihen, 
audererseits,  wenn  x  zwischen  —  1  und  +  I  üegti 

/— -j— flfa;= /(l— Ä  +  a?«  — aj»4-  •  •  ')dx 

=  fa;  — Ja;»  +  |Ä»  — fi«?*  4-  ••  •  +  Ci, 
mithin  durch  Yergleichung 

1(1  +x)  +  Const.  =  Ja?  —  Ja;2  +  |aj» 

-  1  <  a?  <  +  1. 
Der  Werth  von  Const.  =  Ci  —  0%  bestimmt  sich   durch  die 
Specialisirung  x  =  0;  man  findet  Const,  =  0  und  kommt   damit 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

Nach  demselben  Verfahren  lasst  sich  die  Reihe  für  ardanx  aus 
der  Gleichung 

herleiten,  ebenso  die  Reihe  für  aresin  x  aas 

/i7Tb.'"=/l'+T"+n''+ ••••!'"■ 

»«<  1. 

Ein  ihnUches  Resultat  liefert  die  Gl^chung 

d.  i. 

l(x  +  V  1  +  ««)  +  OmsL 

~1  2    3    "^2.45         2.4.6  7  ' 

Für  «  =  0  eriiilt  man  ConsL  =  0,  mithin 

-  i<  «  <  +  1, 

wi«  wdioik  iu  §.  59  «nriliat  ward«. 


Cap.  xm. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§.  7Ö. 
Differentiale  mit  Exponentialgrossen, 

L    Enthält  die  zu  integrirende  Function  nur  Exponentialgrös- 
gen,  ist  also  das  Integral  von  der  Form 


I' 


80  kann  es  mittelst  der  Substitution  . 

1)  e"*  =  jef,  mithin  a?  =  — ,  dd?  = 

a  a    z 

aof  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
vorkommt;  man  erhält  nämlich 

Hiemach  ist  z.  B. 
.  f  1  ,    ^  1^  r     1      ^  ^  1  f    dz 

'  J  e*' +  e-^'  ^       aj      ,   l    z         aj  z^  +  l 

z  A —  ' 

z 

m 

=—arctanz  +  Canst.  ==  —arctan(e^*)  +  Const 
Als  Eweites  Beispiel  diene  das  Integral 

r     1      ^  ^  =  1  f    ^     £i . 

J  Vl  +  e^'   ^~  »c/  Vi  -i-xr    ^    * 
für  1  4-  ^=^2,  woraus  \^1  -|- jer  =  w,  jef  =  w2  -_  i  und  dz  =  2udu 
folgen,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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aj  u^—'l        a     \w  + 1/    ' 
mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  e 

II.  Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponen- 
tialgrössen und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist 

und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

/  uvdx  =  u  I  vdx  —  J  ^^  I  ^^^ 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

e^^dx  = 1-  Consi. 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 

x^  c*»*  dx  = I  x^"^  e«' dx. 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ;  in  der  That 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  I  x^e^'dx 

.    ^     ,x     w»(w»  — 1)..2.11  .     ^ 

-'  +  (-1)"^  ^,nU J«"'  +  Oanst. 

Hiernach  lässt  sich  auch  das  Integral 


/• 


g)(x)e^^dx 

entwickeln,  wenn  q)(x)  unter  der  Form  Ä  +  ^^  +  Ox^  -|-  etc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  4"  I  ^n  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  «a  der 
Formel 

--e<"dx  =  —  -. ,.    „    ■  H ^   /  -±-e"dx. 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  1  benntzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  mibrauchbares  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihenverwandlung  vorzuneh- 
men; vermöge  der  für  alle  x  geltenden  Qleichimg 


ir~7'^T"^iT2"^  1.2.3  ■*" 


erh&lt  man 


9)   /  --c«*iaj  =  Canst.  +  Ix 


"^  1     1    "^  2    1.2  "^  3   1.2.3  "^ 


•  •  •  • 


nnd  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2,  3,  ...  die 
Werthe  der  Integrale 

f^eo'dx,     fj,e<"dx 

der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
das  Integral 


Ji>{x) 


B         G 
e^'dx^  worin  ^(a?)  =  4^ 1 j+'**» 

X  x 


jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Fixponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
klcnnem,  indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 


JvT- 


V 1  +  «2 


e'dx. 


so  kann  man  för  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 


J] 


^-2"''  +  o^  - 277:6*  +  •  •  '•^''^'' 


vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 

jgriren;  ist  dagegen  a?  ]>  1 ,  so  wird  man  xy    1  +  -5  fär  Vi  +  ^^ 
"*  "f»  Integrale  die  Form: 
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J   xl        2x^^2.4,x^        2.4.6  0?«^  J 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 

§.76. 
Logarithmisehe  Differentiale. 

Enthält  das  zu  integrirende  Differential    nur  Logarithmen  in 
der  Weise,  dass 


fm) 


dg 


das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Iz  =  y,  also  z  =  c',  dz  =  e^dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  JfQz)  dz  =  Jf{y)  er  dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen   des  vorigen  Paragraphen  benutzt  wer- 
den können. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

I  {lz)"^dz  =  I  y^e^dy 
=  |y»»— wy"»~*  +  w(m  —  l)y"»-2 — .--f  ( — l)^m{m — 1..2.1  \e^^ 
und  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt  : 
3)jQz)'^dz=  Ulz)'^  —  mQz)"^-^  +  m(m—  l)(Zief)»-» 

+  i—l)'^m(m—\)...2.l\z  +  Canst. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vori- 
gen Paragraphen: 

4)  r|£  =  Const.  +  IQz) 

1    Iz         1    Qzy         l     Qgy 

+  TT'^  2"T72"+  3"  17273  + 

und  aus  der  Formel  8): 

-.  f  dz z  1         r     dg 

Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution    ist  auch  bei  dem 
aU^emeineren  Integrale 


/- 
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Bl^fQg)  de 
yortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 
6)  fe^/Qe)  dB  =  fe^t'-^^^9f(y)dy. 

So  ist  z.  B.  für  den  speciellen  Fall  ^  =  —  1,  fQz)  =  (lz)^i 
—  (Zjer)«»e?jer  =      y^dy=  ^  ,   ,  +  Const. 

B  J  Wt  -|-  1 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

Für  ein  von  —  1  verschiedenes  fi  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst: 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

,    "      ,.    m(m  — 1)...2.11    „.,   ,    ri    ^ 

•  •  • + (~  ^^  v+i)'"+^  j   ■•■ 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen    die  Integrationen  logarithmi- 
scher Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 

worin  1  -\-  B  positiv,  mithin  z  zwischen  — 1  und  4"^  enthalten 
sein  muss,  wenn  1{1  -\-  z)  reelle  Werthe  haben  solL  Behufs  der  Rei- 
henentwickelung sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  <^  je;  <^  +  1  und 
jET  ^  -f'  ^  z^  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

folglich 

^°>         J  -^^  dz^Gonst.^.  —  -  —  ^.  —  ^ 

-  1  <  «  <  -H  1- 


/ 


•   »   • 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 

,,11  11,11 

und  erhält 


ß 


"+')di 


z 


=  Canst.  +  L(l,)^-^  +  ^--^  + 


•    •   • 


Xf>    1. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  die 
Substitution  —  =  o;  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehenden 


Reihe  fahren  würde. 


§.  77. 

m 

Bein  goniometrische  Diffl^rentiale. 

I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  verschiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  beetehti  wenn 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


/ 


enthalten  ist,  so  kann  man  sich  suerst  der  ffleidiungen 
cosu 


=  y  1  — sm'«,        tanu  ==  , .  ,  eta 


V 1  —  sm«i« 

bedienen,'  um   alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinu  aoszo- 
drücken;  das  Integral  erhält  dann  die  Form 

f(sinu)  du^ 


ß 


wobei  immer  vorausgesetzt  werden  dar(  dass  u  iwisehen  — «  |  sr  und 
-f- 1  s  enthalten  sei     Mit  Hülfe  der  SubsÜtntion 

,  dx 

smu  =  «,        du  =2  ,  . 

Vi—«» 
ergiebt  sich  nun 
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und  damit  ist  dae  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeführt,  waches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthält. 
Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B. 

r      ,       r     du  r  dx 

I  secudu  =  Ij  =   /- -;;- 

—  1  li^  +  ^\  —  1  yA+g^'^^\ 

~2     \i—a;y"--'2     Vi  — siW 
und  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel. 

1)  /  seeudu  =  U(m(\3t  +  |t*)  -|-  0. 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

/r  du      r    dx 
cscudu=    /  — : — =    /     ^y 
J   stnu        J  ajVl— «3 

\  X  /  \    sinu    / 

oder  kürj^r 

2)  /  cscudu  =  ltan\u  +  G. 

Mit  Jülülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 

j8infu  C0S9U  du  '=  jxP  (1  —  «3)«^*""  ^^  dx ; 

a\if  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
formein  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a=  1,  5  =  —  \^  m=p  -\-  1, 
fi=  2,  «  =  |(g  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  X  =  sinu  und  dx  =  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3)  I  sinPucos^udu 


p  +  l  p  + 

sinP'^^ucos^  +  ^u    ,   p  — 


H rrr  I  sinP+^ucos^-^udu 


-J  m 
+  "^   .        /  sinP'~^ucos^-^'^udu 


fl  +  1  q  + 

=      — ; \-  ^  '   .   ,      /  sinP+^ucos^udu 

p+l  p+l   J 

= ; r^—x —  /  ^nP'^^ucoz^udu 

i>  +  «  i'  +  öo/ 

=s      : 1-  ^— ; —  /  stnPucos'i    ^udu 

p  +  q  p  +  aJ 

= r— h  ,   \     I  8inPucos^+^udu. 

q  +  1  q+1   J 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  nrsprfingliclie  Integral^ 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zor&ck,  worin  p  oder  q  oder  beide 
um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesefcste  An- 
wendung der  genannten  Reductionsformeln  fuhrt  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die 'Exponenten  von  smu  und  casu  nicht  aosserhalb 
des  Intervalles  —  1  bis  -^  1  liegen.  Sind  p  und  q  positive  oder 
n^rative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Int^prale 


I  sinucasudu^      j —, —  »      /• 
/  ianudtiy       I  coiudu^      j  • 


du 


eosu 
du 


Sinucosu 

die  sammtlich  durch  die  Substitution  mnu  '=^  x  entwickelt  werden 
können.  So  erhält  man  i.  B.,  wenn  p  und  g  positiYe  ganae  Zahlen 
bezeichnen, 

4>      för  gerade  p^      I  sin^u  du 

P    <  J>  — 2  •  (p— 2)(jp— 4)  ^ 

,  (|>-l)(p-3)...3 
•'•'+(p-2)(p-4)...2^*^ 

P(P  — 2)(j>  — 4>.,.4-3      ^ 

1»  '  i»  — a  u»— »)(j> — *) 

t     (  <--^  V<~3>|f  — 4)  ^ 


I 
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7)      far  ungerade  q,       1  cos^udu 


(3  — 2)(2  — 4)...3.l)    ' 


8)       für  gerade  p,  /  i 


fan^ti  eft« 


•  •  •  •  • 


j)— 1  j)  — 3     "*"    p  — Ö 


9)       für  angerade  p,       /  tcm^u  du 


SSS  — —  -■    _L-    _^_— _— —   _i^   •  •  •  • 

j> —  1  p  —  3  p  —  5 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

I  omPudu   und    I  cos^udu 

aach  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.     Bei  geraden  m  hat  mao 
nämlich  (s.  §.  55  Formel  11) 

(— l)2"*2"»-ism'»tt 
=  (i»)b  cosmu  —  (w)i  cos{m  —  2)  w  +  (ni)^  cos{m  —  4)  w  —  •  •  • 

...  -1-  (-l)J"'-'(m)i^_,co82«  +  (- 1)»"  i(m)i^ 

und  daraus  folgt  sehr  leicht 

10)      für  gerade  m,       /  sin^u  du 

( — ip^isinmu      ,  .  8in(m  —  2)u  ,   ,  .  sinCm  —  4)« 
2«-*   (     «1  ^  ^       m  —  2       ^^  ^^      «»  —  4 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


•     •     • 
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11)  für  ungerade  w,  /  sin*^udu, 

(^  l)2^*"+i>  {cosmu      ,  ^  cosOm  —  2)u   ,    ,  .    cos(m— 4)ti 

12)  für  gerade  m,  /  cos^udu 

1     (sinmu        .  .   8in(m  —  2)u        .  .   sin(m  —  4)m 
2m-i  1^       -rv/i       ,„_2       ^v^^       w  —  4 

•  •  •  +  W|m>i  -y-  +  (^)i».  2]  +  ^• 

13)  für  ungerade  w,  /  cos*"  «*(?«« 

1     (sinmu    .   ,   .    $in(m — 2)u    .    ,  ^  sin(m — 4)t«    . 
=  7r — ^\ h  Wi  — ^ TT^ h  (m)o  — ^^ z —  + 

+  <»»)i(„_«  -3-}  +  C; 

IT.     Eine  zweite  Umwandlung  des  Integrales 

/  F{sinti^  cosUj  tanu^  .  .  .)du 

besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometn sehen  Func- 
tionen durch  cosu  ausdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 

/  q)(cosu)du 

erhält,  und  nachher 

cosu  =  y,     mithin  du  =  — 


•  •  • 


•  •  •  • 


Vi  —  y» 

substitoirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleiohong 

J  <p(''<««)^«  =  -J  vr^^- 

Im  Wesentlichen  ist  diese  ßeduction  von  der  vorigen  nicht  ver- 
schieden und  wird  daher  keiner  Erläuterung  durch  Beispiele  be- 
dürfen. 

III.     Man  kann  drittens  das  Integral 

/  F{sinu,  cosUy  tanu,  .  .  ,)du 
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auch  so  bebandeln ,_  dass  man  erst  alle  goniometrisoben  Functionen 
durch  tanu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 

ilf{tanu)du 

entsteht,  und  nachher  die  Substitution 


/■ 


dz 
tanu  =  äff        du  := 


1  +  ir« 

yomimmt;  letztere  giebt 


/«...,.. =/*-ö^ 


Diese  Transformation  bietet  den  Yortheil,   dass   sie  zu  einer 
rationalen  Form  führt,  wenn  if(e)  eine  rationale  Function  ist. 

Beispielsweis  bat  man 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade J9  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

r du r       dz 

J  a^cos^u  +  ß'^sin^u  ~  J  a^  -\-  ßf/gt 

l        .     ß^         1.        .      ßtanu    ,    ^ 

=  —3  arctan  ^— -  =  — 3  arctan \-  C, 

aß  a         aß  a        '      ' 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 
Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 


'''>  h 


cos^udu 


*co8*u  +  jS^stn'i*)» 

cosusinu ,        1  ßtanu        ^ 

-^  2a^ia*C08^u  +  ß^sin^u)  "^  2  a^ß^^^*^  "IT"  +  ^' 

/sin^udu 
(a^cos^u  +  ß'^sin^uy 

cosusinu  1  ßtanu       ^ 

—  ~  2ß^(a'cos^u+  ßHin^u)  "*"   2^  arctan— ^+  G, 

und  durch  Addition  der  Formeln  14)  und  16) 

r du 

^^^  .7  (cc^cos^u  +  /3»st»»u)» 

ßi  —  a>  cosusinu  ß'^  -|-  a*  ßtanu        ^ 

~    2a«/8»    a^cos'iu  +  ß^sin^u  "^     2a«/53    ^^  ^^  ""ö        ^     ' 
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IV.     Als  letzte   und  meistens  zweckmässigste  Transformation 
des  Integrales 

F(sinUj  cosu,  tanu,  .  .  ,)du 


f- 


erwähnen  wir  diejenige,  welche  aus  der  Suhstitution 

tan\u  =  t 
hervorgeht.     Zufolge  derselben  ist  nämlich 

Stnu  =  ^ — \ — r.,     COSU  =  z — : — r„.     tanu  = 


1  +  ^2'     ""^  •"         1  ^  ^a»  ••  —  1  -^  ^8» 

du  = : 

1  +  <»' 

das  obige  Integral  erhält  jetzt  die  Form 

r    /    2t      1—t^      2t  \    2dt 

und  diese  ist  von  selbst  rational,  wenn  in  der  Function  F  Ursprung« 
lieh  keine  Wurzeln  .vorkommen. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

r  du  ^    ^r dt ^ 

J  acosu  +  ßsinu  +  y  J  f»  +  7  +  2ßt  +  (a  —  y)<»' 

die  Integration   in  Beziehung   auf  t  hat  keine  Schwierigkeit   und 
liefert  nach  Restitution  des  Werthes  t  =  tan^u 

du 


17)  f r—- 

J  acosu  + 


ßsinu  +  y 


=  —  ^    .    ,      ^     ,,     X     +  C,  ß^  +  y^  =  «2, 

ß  +  (a  —  y)tan\u 

=  1  i(ß^(p^  —  y)tan\u  —  1/g«  +  y^  —  «^    .,.    Q^ 

2V/32    -}-  y2  _  «2    V^^(„_yj^^„l^^y^2^y2_«2/ 

ß^  +  y^>  «». 

§.78. 
Gemischt  goniometrische  Diffbrentiale. 

I.     Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinus  oder  Cosinus 
iu  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 


/ 


u^sinßudu. 
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Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergieht  sich  selir 
leicht 

u^stnßudu  = jr-^- V  'o'  I  u*^~^cosßuau; 

ferner  ist,  wenn   man  dasselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

u^—^coßßudu  = -^ — 3 —  /  u^~-'^sinßuäu, 

mithin  durch  Sabstitation  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

',\   r  «.  '   o    j                u'^cosßu    ,    mu^-'^sinßu 
l)J  W^stnßudu  = g-^—  -\ -^ — ^— 

m(m — 1)  r  ^    9  •   a    j 
^-— r — -  I  u^—^smßudu. 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  «  am  2  kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


.  a     ,  cosßu        ^ 

.   o    j              ucosßu    ,    sinßu   .  -  ^ 
ustnßudu  = ~ 1 -^^ 1-  C, 


ß         '       ß' 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
far  I»  =  1  folgt 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m  =  —  n  -\-  2 
und  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

f sinßu  .    _  __j       sinßu ß cosßu 

^     J     1«»  (n^l)ttn-i       (n— i)(w  — 2)u»-« 

ß^ Psinßu  j 

(n— l)(n  — 2)o/  H:^^^ 
Für  M  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.     Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 

^^  J  "T"*"-  ^ + T  T  -  3"  1:2:3  +  5"  t:2::5 > 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integration 

,.  Csinßu  -  sinßu    ,     ^    Ccosßu  . 

4)  /  — ^du  —. \-  ß      ^«*» 

^  J      u^  u  J      u 
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und  vermöge  der  Cosinusreihe 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Int^frale 

/sinßu  .  Psinßu  ^ 

-j^'^"'     J  -;#-''"'  '^ 

auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  n^ative 
ganze  Zahl,  so  lässt  er  sich  zwar  mittelst  der  Formen  1)  und  2) 
ver^rössern  oder  verkleinern,  am  Ende  wird  man  aher  doch  zurlnte> 
gration  durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  lyörtlich  für  das  Inte- 
gral 

I  u^cosßudu 
und  liefern  zunächst  die  Reductionsformel 
6)  fw^cosßu  du  =  ^i^^  +  mW^-^cosßu 

welche  hei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  heiden  Integrale 


/ 


/ 


cospuau  =:  — 5 h  </> 

ucosßudu  = — -K^ \-  —^  +  0 


zurückfahrt.     Für  i»  =  —  »  +  2  ergiebt  sich  durch  Umkehrung 
von  Nr.  6) 

V       Pcosßu  ^ cosßu  ßainßu  

^    J  "IF'  (n  —  l)w»-i  "^  (n  —  1)  (n  —  2)t*«-« 

ß^  fcosßu 

(n— l)(n  — 2)7  w»-* 
Auf  die  speciellen  Fälle  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ange- 
gebene Reihe,  im  zweiten  Falle   hat  man   erst  durch  partielle  Inte» 
gration 

8)        r^äu=-'.^&^-ß  f^!^du 

J      u^  u  ^  J      u 

und  entwickelt  dann  das  Integral   rechter  Hand  nach  Nr.  3).     Im 
Uebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 


• 
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auf  die  in  Kro.  3)  und  5)  betrachteten  Integrale  zurückzufahren. 
Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  kann  man  ihn  zwar  vergrössem  oder  verkleinem,  muss  aber 
schliesslich  doch  Beihenentwickelungen  benatzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahm ,  dass 
Integrale  von  den  Formen 

I  f(u)sinßu  du   und     I  f(u) cosßu  du 

in  eMlicher  Gestalt  ausfahrbar  sind,  wenn 

f(u)  =  Ä  +  Bu  -\-  Cu^  -\ +  Eu* 

ist,  nnd  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
f(u)  unter  der  Form 

•/(«) = ^  +  —  +  4- + •  •  • + 4 

u         u^  u^ 

enthalten  ist. 

IL    Wir  betrachten  zweitens  die  Combination  der  Ezponential- 
grösse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

F=  1  e'^^sinßu  du  und  Q=  j  e^* cosßu  du. 
Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

d.  L 

—e^^cosßu  +  aQ 

und  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfahrt, 

die  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  und  Qf  nämlich 

ft\  r  an  '   a    j  e^^'iasinßu  —  ßcosßu)    ,    ^ 

9)  J  e^^stnßudu  =  — ^^ ^^    ■    ^, ^^-^  +  C 

t/^N  r  ««       a    ^  e^^'iacosßu  +  ßsinßu)    ,    ^ 

10)  J  e^*  cosßu  du  =  — 5^ ^rf-p — ^^-^  +  ^• 

m.    Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

I  u^e'^^sinßu  du  und    1  u^e'^^  cosßu  du 
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gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlich  ^^/^ 
erste  mit  P«,,  das  zweite  mit  ^„„  so  findet  man  durch  theilveiB^^ 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

p    _  u'^e^''(asinßu  —  ßcosßu)  —  w«Pm-i  + «»/?  Qm-x 
"  a^  +  ß^  ' 

^    u'^e'^''(acosßu-\-ß8inßu)'~maQfn^i  —  mßPm-~i 

^"'~  a«  +  /8* 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselhen 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  ver- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  m-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  Pm  und  Qm  ausgedrückt,  durcn  Po 
und  Qq,  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

I  f(u)e"*sinßudu   und    j  f{u)e^*cosßudu 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  f{u)  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von'u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

I  f(u)e^^sinPudu    und    1  f(u)e''*co$Pu  du^ 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
C08U  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u  auflösen ,  und  dann  ist  .jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  integrabel.     So  hat  man  z.  B. 

f(u)e^^€08^udu 

=  32  lfMe"*(coseu+6cos4:U+  16co82u+  10)du, 
wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 

f(u)e"''cosßudu 


ß 


ß 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülfe 
unendlicher  Reihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.79. 
Cyolometrisohe  Differentiale, 

'  Entk&lt  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
alldn,  80  ist  es  leicht  anf  ein  gohiometrisches  Differential  zorückzu- 
/Fähren;  mittelst  der  Sabstitution 

1)  aresin X  ^=:  u,    x  ^=  sinu,    dx  ^=^  cosudu 

erh&lt  man  nimlich  ohne  Weiteres 

2)  /  /(arcsinx)  dx  =  1  f(u) cosu  du. 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  I f(arccosx)dx  =  —   1  f(u)sinudUy    u  =  arccosx, 

4)  / fiardanx)  dx=        1  f(u)8ec^u  du,    u  =  ardanx, 

5)  1  f{a/rccGtx)  dx  =  —  j  f(u)csc^udu,  u  =  arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

ieaarmiiix^^—    je^'^COSUdu 

acosu  +  sinu  ^„   ,    ^     ^ 
a*  -|-  1 

mithin  röckwärts  fär  sinu  =  x,  cosu  ==  Vi  —  x^: 


/ 


OfV  1  ^2   _1_   ^ 

^aarctimxSx  =  — /         ^aarainx    I      ßf^^g^, 

«2+1 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  (arcsinx)"*  dx   mfd     /  (arccosx)^  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  and  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f{x)i>(x)dXy  wenn  i\){x)  eine  cyclometrische  Function  und /(a;)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  \onf(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  bat 
nämlich  für  '^(x)  =  arcsinx: 
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/  arcsinx  f{x)  dx 

=  arcsinx  J  f(x)  dx  —    /  darcsmx  1  f(x)dx 


oder 


1)  /  f(x) arcsinx  dx  =  arcsinx  1  f(x)  dx  —  /    >  /  f(x)dx', 

mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  /  f{x)  arccosx  dx  =  arccosx  J  f(x)  dx  -\^   I    ,  I  f(x)  d  x, 

3)  I  f(x)arctanxdx  =  arctanx  j  f{x)dx  —  /  ■    ,     ^    I  f(x)dx^ 

4)  1  f{x)arccotxdx  =  arccotx  l  f{x)dx-\-   I      ,     ^   J  f{x)dx. 

So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle  f{x)  =  1  nach  Nro.  1) : 

5)  /  arcsinx  dx  =  arcsinx  .  x  —   /  ./  x 

=  xarcsinx  ■\-  V  1 — x'^  -|-  Consta 
and  nach  Nro.  3): 

r  r    dx 

6)  /  arctanxdx  =  arctafl%x  .  x  —  /  ^o? 

=  xardanx  -^  \l(l  +ic^)  +  Cansf.; 
überhaupt  allgemeiner  für  f(x)  =  x^"^: 

r        -         .      -  x^ arcsinx         1      C  ^^dx 

7)  I  x^"^  arcsinx  dx  = /  ,.  , 

^       o/  w  w  j  y  i_a.« ' 

^.  r  -    1      ^        j         aj'^arcfanrr         1      Px'^dx 

8)  /  ic"*~^arcfawiraa5  = /  --- — -  , 

'        J  m  m  J  \-\-x^ 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m  jederzeit  ausführbar  sind. 

£in  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  3) 

/■'",.         'arctanxdx  =  —  arctanx  .Vi — x^  +   / ZL^dx, 
Vi— iJ«                                                                        J     1+x^ 

femer 
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rVl— a;«        _    n— a;^       da; 
./    i+a?«      "^"7  l+a;3  VTH^ 


2 


~  7  li+a?« 


—     1 


dx 


Vi— a;« 


e2a; 


—  arcstnx. 


Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in   dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


A 


dx 


=  -7=  ardan 


X 


VT 


und  durch  Substitution  dieses  Werthes: 

arctanxdx  =  — Vi — »^  ardan x 


VT:^^' 


+  V2  ardan 


X 


VT 


—  arcstnx  +  C 


Vi— a;2 

« 

Li&sst  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Keihen  zu  bewerk- 
stelHg^  suchen* 


SohlOmilcht  AnalysiB. 


IX 


Cap.  xrv. 

Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.  80. 
Quadraturen  in  FaraU^coordinaten. 


Schon  in  §.  64  haben  wir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integral 
als  die  ebene  Fläche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Abscis- 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Curve  begrenzt 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Gonstruction ,  um  den 
Begriff  des  Integrales  zu  veranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Bestim- 
mung der  Fläche  einer  gegebenen  Plancurve  dienen.  Zugleich  ver- 
allgemeinern wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  .beliebi- 
gen schiefwinkligen  Coordinatensystemes. 

In  Fig.  41  sei  Z.XOY=  y,  OM=x,  MP=y  und  y=f(x) 

die  Gleichung  der  Curve  HPQP^^ 


Fig.  41. 


Jü  =  ^x  .NQ  .  8iny, 


ferner  die  Fläche  QMPH  =  ü 
und  MMi  =  ^x  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  x;  die  ent- 
sprechende Flächenzunahme 
MMiPiP  =  -^CT  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer- 
den, welches  MMi  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  Or- 
dinate NQ  zur  anderen  Seite  hat, 
daher 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 
verläuft,  zieht  man 

du 


dx 


=  ystny 


und  umgekehrt  durch  Integration 

1)  U  =  siny  1  ydx  4-  Const, 

Die  Bedeutung  der  wfllkührlichen  Constanten  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate 0-H  ah  die  Fläche  CT  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
eme  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  Xq  die  Abscisse  OG  der 
AnfiEtngsordinate  GH^  so  muss  U  =z  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
werih  X  =z  Xq  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Gonstante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.    Die  Parabel.     Aus  der  bekannten  Gleichung 


y  = 

«giebt  sich  augenblicklich 


x^ 
2p 

Sq 


^ 

4-  ConsL 


BoD,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
IT  gleich  der  Fläche  OMF  sein,  so  müssen  x  und  IT  gleichzeitig  ver- 
lehwinden;  dies  giebt  0  =  0  -f-  Const. ^  mithin 

V,  TT         a^*  1 

3)  ü^^  =  —xy. 

Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


N 


lflfiP,P=  OM2P2  —  OMP 


OLP  =  lxy  =  lL OMP  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  Jfi-Pi  und 
M^P^  iii  den  Abständen  MMir=z 
M1M2  =  ^  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MP  und  M^P^ 
nämlich  (Fig.  42) 


8Ä2 


H 


3q 


*i4* 
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oder  auch 


MM^P^F 


=  \^[ 


X 


ix-\-hy    ,    (a:  +  2Ä)« 


2  2  2 


] 


Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP,  J^i-Pi»  -äf^Pj  mit  y,  yi,  yj, 
ßo  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

MM,P,P=^lh(if  +  4yi  +  y,). 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinern,  legen  wir  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  0'  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  früheren; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  C/X'  sei  MN  =  5  und 

NP=7i  =y  +  h,  NiPi  =  rji  =  yi+h,  N^P^  =  i^a  =  ya  +  &• 

Nach  diesen  Yoraussetzungen  hat  man 

Fläche  NN2P2P  =  Rechteck  MN^M^M  +  Fläche  MM^P^P 

=  2Ä5  +  |/*h-d  +  4(i?i-.6)  +  i72  — ^] 
und  bei  gehöriger  Zusammenaiehung 

3)  Fläche  NN.2P2P  =  |Ä (iy  +  4t/i  +  %). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pi,  P2,  deren  Ordi- 
naten gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para^ 
bolischen  Doppelstreifens  aus  den^rei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei 

es  wird  dann 

X 

aresin U  Const.    \ 

a  ' 


ü  =  J  Va^  —  x^dx  =  \xya^  —  x^-\-la'^ 


Fig.  43. 


Tu 


Versteht  man  unter  U  die  Fläche 
GOMQ  (Fig.  43),  so  muas  für  x=0 
auch  U  =  0  werden;  dies  giebt 
Const  =  0  und 

4)  r7=|a?Va»  — ir» 

+  la^  aresin — -, 

a 

was  geometrisch  bedeutet,    dass  U 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
'^       Kreissector  COQ  besteht. 
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Für  di«  Ellipse  sei    die   Ordinate  MP  =  yi   und  die  Fläche 
BOMF  =  üi\  man  hat  dann 

yi  = Va«  — a;3, 

a 


üi  =-^hxVa^''X''  +  la^  aresin—] 


oder 


5)  yi=-T-y'      ^i=-T-^' 

a  a 

wo  ff  and  Ü  die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
lässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückfilhren.  Die 
Fläche  des  Ellipsenquadranten  ist  hiemach 

= •  —-—Tta^  =  —r-^dOt 

a        4  4 

und  die  ganze  Ellipsenfläche  =  nah  =  yt(yabp,  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 

c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird, 

p  =  —Vx^  —  a^i 
^         a 

mithin  ist 

U  =  —  fVx^—a^dx 
a  J 

Cb  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 
Fig.  44.  d.  h.  CT  =  Fläche  GMP  zu  setzen 

(Fig.  44);  fiir  a?  =  OC  =  a  wird 
dann  U  =  0  und 

0  =  ^\a^la  +  ö, 
wodurch  sich  der  Werth  von  G  be- 
stimmt.   Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


oder  in  eleganterer  Form 
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6)  u==\[xt,-ahl{-^  +  ^)]^ 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  oimmt,  OA  = 
=  iVa^ -\-h^  =  k,^ÄOB  =  y,  ON  =  i,  NF  =  ti  m 
Fläche  CA  NF  =  £1  setzt;  es  wird  nämlich 

V  = 


Sl 


=  kUinYj-j-d^  =  k^sinril^  +  C). 


Für  ^  =  Je  muss  £1  verschwinden,  daher  ist  0  =  H  -\-  C» 
C=  —  l*  und 


7) 


Ä  ==  h^siny 


■>{-¥) 


Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  = 
ist,  wird  ä  =  1,  y  =  |ä  und  Ä  =  ?|;  zufolge  dieses  sehi^ein 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  e  hyp 
lische  Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Gycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf 
den  Scheitel  der  Gycloide  zum  Anüeuigspunkt  der  Goordinaten, 
die  Differentialgleichung  der  Gurve 


d) 


=u^ 


—  X 


dx; 


um  von  derselben'  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Glei 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  —  1  xdy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

ü  =  xy  —  /  dxV  2ax  —  x^ 

•  46w  Die    geometrische   Bede 

des  rechter  Hand  befindlichen 
grales  ist  unmittelbar  einleuc 
wenn  man  sich  erinnert,  df 
dem   Halbkreise  CQD   (Figo 

V 2 ax  —  X»  =  MQ,  also 

/  dxV  2ax^x^ 

=  Fläche  CMQ  +  Garn 
sein  muss;  wir  haben  daher 
ü  =  «y  —  Fläche  CMQ  + 
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Verstehen  wir  unter  U  die  Fläche  CMF,  so  wird  für  x  =  0 
gleichzeitig  ü  =  0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch  Const.  =  0,  also 

Ü  =  xy  —  Fläche  CMQ  oder  a?y  —  CT  =  Fläche  CMQ; 

geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPB  und  CMQ  gleich 
Bind;  hierin  liegt  unmittelhar  die  Quadratur  der  Gycloide.  Speciell 
für  X  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  CDÄ  ==^  f^a^  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifachen  von  der  Fläche  des  er- 
zengenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der* Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter,  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y ,  etwa 
y  =  —  g>(x)f  wird  nämlich  F  negativ  =  —  f<p(x)dXi  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega- 
tiven ins  Positive  über,  so  wechselt  J^  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
tbeile. GrewdhnUch  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
klangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  dife 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 


Fig.  47. 


senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 
ist  die  Gleichung  der  Parabel 

x^ 

JP 


P 


=  !(■ 


■) 


r  =  i.(^-,)  + 


Cmist. 


^d  wenn  die  Fläche  JP  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 
^  C(mst.  =  0.  lieber  der  Abscisse  OC  =  p V^  steht  demnach 
die  Fläche  x.       i    i/ö/JP^-3  \       ^ 


^^tecksumme 


*)  Ein  Rechteck  MM^PiP  (Fig.  46)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Product 
—  MMi .  MPj  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil   ein«  Fläche  immer  als  Qrenze  einer 


angesehen  werden  darf  (§.  64). 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OÄB  und  ACD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  =  pi 

Fläche  OÄB  =  —  Ip«  =  —  I  .  OJB  .  0^, 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.     Um  die  zweite 
Fläche  ACD  ZM  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)   die  Fläche  F  vom 
Punkte  A  aus ,  so  dass  JP  für  o;  =  |)  verschwindet;  dies  giebt  zur 
Constantenbestimmung  0  =  —  \p^  +  Const.i  also 

für  X  =  p  y3  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  A  CD  =  \p^, 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.     Die  algebraische  Summe  der  Flächen   OAB  und 
A  CD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  \p\ 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Gurve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet  werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
X  =  2a  stehende  Fläche  der  Curve 

y  = ^  (h  und  a  positiv) 

(a  —  x)^   ^  ^ 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  }ene  Rücksicht 

r     dx  h^ 

und  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  I'*  =  0  wird  für  x  =  0: 


0  — 

a 

+  c 

'onst.^ 

also 

F 

a  — 

X 

&3 

a 

und  endlich  f^r  x  =  2a 

F              *' 
a 

6» 
a 

=  — 

25» 
a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultaites  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
ff  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x=s2a' 
liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten  Theilen,  in- 
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dem  y  für  x  =^  a  discontinuirlich  wird  und  zu.  x  ==  a  -[-  u  und  zu 
X  =  a  —  u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Ab8ci8sen5=a  —  0 
stehenden  Fläche  und  letztere 


a  —  (a  —  0)  a  a 

also  überhaupt  unendlich  gi^ss  und  positiv;  daher  ist  auch  J^=  oo. 

§.  81. 
Quadraturen  in  Polarcoordinaten* 

Wenn   die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
OP  =  r^^POX^=0  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 

Fig.  48.  r  =  /(Ö) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  AOP=Sz\x ermit- 
teln, welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  0  um 
Z.  POPi  =^0,  so  nimmt  iSzu  um 
die  Sectorfläche  POPi=^S;  diese 
ist  einem  Kreissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Yector  OQ  zum  Badius  hat,  mithin  ist 

^g  =  |0^*^ö    oder    ^  =  i■öe^ 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  ^0  und  ^S 

da     ~^^' 

folglich  umgekehrt 

1)  S  =  l  fr^ae  +  Const. 

Die  Conatante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  S  =  0 
werden  muss,  wenn  0  den  Special werth  Z.  ÄOX  erhält.  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichung  die- 
ser Curven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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P 


1  +  Bcosd' 


mithin 


S 


=  \p^f 


dO 


-|-  Gonst.^ 


(1+6COSO)^ 

wobei   die  drei  Fälle  6  <  1 ,  s  =  1  und  fi  >  1  zu  untersdieid 
sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  £  <^  1,  so  giebt  ( 
Ausführung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

(VlEltanld) ?1 ''^^ 

\V    1  +  6        *    /      2(1  — a«)! 


S  = 


arctan 


y(l_-£2)8  \r      1  +  6  /         2(1  — 63)1+6CÖ5 

wobei  es  keiner,  Constante  bedarf,  falls  der  Sector  von  der  gros» 


Fig.  49. 


F"M 


Achse  an  gerechnet  wird  (ÄFP=  t 
also  gleichzeitig  mit  0  verschwindi 
muss.  Man  kann  der  obigen  Fern: 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleih« 
wenn  man  p  durch  a  und  6  a^ 
drückt  und  einen  neuen  Winkel 
einführt,  der  dadurch  entsteht,  ^ 
die  Ordinate  MP  (Fig.  49)  verl 
gert  wird,  bis  sie  den  mit  a  bescl^ 
benen  Kreis  in  Q  schneidet,  und 
gezogen  wird.  Für  Z.  ÄO  Q^^ 
ist  nämlich 


acosco  —  06  =  rcosd 
oder  wegen  a  ==  p  :  (l  —  6^)  und  vermöge  des  Werthes  von 

cosco  —  6   cosd 

1  —  62     ~  T+Tcösö  ' 
daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab: 


cosd 


cosco  —  6 
1  —  acosco^ 


sind  = 


Vi  — 62  st 


stnto 


1  —  SCOSCÜ 


.     <an|ö=|/i 


—  cosO 


=m 


ianlo^ 


+  cos  Ö        r     1  —  6 
mittelst  deren  sich  ergiebt 

8  =  la^V  1  —  s^  (<o  -^  € sincoi), 

wo  ayl  —  6*  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet.    Ist  nV* 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors   8  auf  die  yf^ 
dass  man  erst  (O  mittelst  der  Formel 


1) 
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+  « 


berechnet  und  nachher  S  mittelst  der  Formel 

2)  g  =  |a5(cD  — asmo). 

Die  Fälle  c  =  1  und  fi  >  1   gestatten  eine  ähnliche  Behand- 
lung, die  abe^  zu  weniger  eleganten  Besultaten  führt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  1Ö6) 

r»  ==  a^co820 
^i'giebj;  sich  sofort 

3)  8  —  \aUin2e, 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  fl  =  0  anfangen  lässt,  also  =  ÄOP  setzt  (Fig.  50).  Für 
ö  =  Ja  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  =  ja^. 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
coQstruirtes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  51. 


c.  Die  Ereisevolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
^^el  AOQ=o  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
^^twickelten  Formeln 


r2  =  a«(14-cö2),       dd  = 


C7« 


d<Of 


1  +  ©« 

^4  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  S  den  mit  ca  gleichzeitig  ver- 
^windenden  Sector  ÄOF  versteht  (Fig.  51), 

^^  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
^^chten  wir  im  Endpunkte  des  Vectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
Welche  die  verlängerte  PQ  in  R  schneidet ;  es  ist  dann  PQ  =  a  cd, 
Vfi  =  ao^,  mithin  der  Sector  Ä  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
l^reiecksfläche  PQB. 

Aendert  erich  der  Badiusvector  irgend   einer  Curve  s^^run^^AA 
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innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  so  beeteht  letzterer  aus  zwei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berech- 
nen sind* 


§.82. 


Nähentngsweise  Quadraturen. 

Unter  Voraassetxung  rechtwinkliger  GoordiDaten  sei  (in  Fig.  52) 
AB  die  Basis  einer  Correnfläche   ABDC^   OM  =  x  irgend  eine 

Fig.  52. 


Abscisse  und  MP  -=  f  =/(x)  die  zugehörige  Ordinate;  tiieilen  wir 
«4£  in  n  gleiche  Theile  und  ziehen  durch  jeden  Theücunkt  eine 
Ordinatei  so  i«rf%llt  die  Fliehe  ABDC  =  Umn  Strmfen,  die  sich 
auf  Terschiedene  Weise  niherungsweis  ^nadiirea  lassen 

Das  Einftichste  ist,  die  genanntm  Streifen  ab  Rechtecke  zu 
betrachten ,  welche  den  Uten  Theil  von  AB  zur  gemeinachaftlichen 
Basis  und  die  Terechiedenen  Ordinaten  zu  Höhen  haben;  setzen  wir 

^AB  =  h  und  benichnen  die  Ordinaten,  wdcbe  den  Abecissen 

n 

OA^  OA  +  A^  OA  +  ^h  etc.  «Btsprediai,  der  Reibe  nach  mit  yo» 
iih«  1*^  ^^<v«  so  erhalten  wir  fdgende  Nihenugsferaid 

Kine  etwas  gr$s»^r>^  Genauigkeit  wird  dadurdi  erreicht,  dass 
man  die  eintelnen  Streifen  alsTrapeie  berechnet,  was  darauf  hinaus- 
komwit^  die  n  eintelnen  $l«kl^  des  Be^gHem  CPD  als  gerade  Linien, 
wilhin  den  Bo$?sn  «elbet  ab  gebrddiette  Linie  aacu^ehen;  diee  giebt 
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jj  =  fe^o  +  yi  +  Ä?i-±J(1  +  .  .  .  +  Ä?5=L±J(2 
2  2^  2 

und  l>ei  gehöriger  Zusammenziehung 

2)  'ü  =  h(lyo  +  yi  +y2  +  •••  4-yn-i  +  |j/n). 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung,  wenn  man  die  ein- 
zelnen Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien,  und  zwar  am 
einfacliBten  als  parabolische  Bögen  ansieht.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt 
man-fiir  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je  drei 
auf  eixiander  folgender  Ordinaten 

^oi  2^1»  V2;     y-ii  2^31  2^4;     3^4.  ys,  ye ;  etc. 

durcli.  Parabeln  verbunden,  deren  Achsen  parallel  zur  ^- Achse  lie- 
gen*). Die  Fläche  U  besteht  dann  aus  Jn  parabolischen  Doppel- 
streifen,  welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

^  =  IHyo  +  ^yi  +3^2)  +  1^(2^2  +  4^8  +  3/4)  +  •  •  •• 

+  |Ä(y«-2  +  4yn-i  +  yn) 

oder 

3)      ü=lh[y^  +  4(y, +2^3+3/6+---  +  2/«-i) 

+    2(t/2  +  3/4  +  2/6  +  •  •  •  +  yn-2)    +   ynl 

welche  Formel  unter  dem  Namen    der  Simpson 'sehen  Regel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurtheilen 
zu  können»  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
Q-H  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  MP  =  y  =/(a?)  reicht,  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f(x)  und  f(x  +  h)  lie- 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf*  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  \\  OY  liegt,  ist  im  Allgemeinen 

n-ß-  —^, 

wobei  a,  ß  die  Goordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
bezeichnet.  SoD  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  lo'/o>  hVu 
^8^2  gehen,  so  müssen  er,  /?,  q  den  drei  Gleichungen 

Vo-ß- ^—,    Vi-ß- ,    V2-ß  = 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  o,  ß  und  q. 
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genden  Streifens  =  F{x  +  Ä)  —  F{x)\  nach  dem  Taylor 'sehen 
Satze  hat  man  femer  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Restes 

F{x  +  Ä)  —  Fix)  =  hP(x)  +  lh^F"(x)  +  lh^F"'(x)  H 

oder,  weil  F'(x)  =f(x)  ist, 

F(x  +  h)  —  F(x)  =  hf(x)  +  lh^f(x)  +  }*»/'(»)  H 

Als  Inhalt  des  Trapezes »  dessen  parallele  Seiten  f(x)  und  /(x  -f*  A) 
sind,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

lh[f(x)  +  fix  +  Ä)]  =  h/{x)  +  \hif(x)  +  \h»f"ix)  +  •  .  . 

mithin  als  Differenz  beider  Flächen 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  -  lÄ  [/(«)  +  fix  +  *)] 
=  -  h^'W'ix)  +  jÄ»/"(a;)  +  ^h^f'^ix)  +  ...]• 

Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

f'ix  +  h)  -fix)  =  hf'ix)  +  lh*f"ix)  +  jÄ»/i^(»)  +  .  .  .. 

daher  ist  durch  Addition 

Fix  +  Ä)  -  Fix)  -  Ih  [fix)  +fix  +  Ä)]  +  iÄ»  [/ix  +  A)  -fix)] 

=  TSöÄ'/'^a;)  +  i^Ä«r(a!)  +  .  . .  . 

Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  findrai,  setzen  wir 

4)        9 (Ä)  =  Fix  +  Ä)  -  Fix)  -\hlfix)+  fix  +  Ä)] 

und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  h;  dies 
giebt 

g,'(70  =  lt/(a,  +  Ä)  _  fix)]  -lh[2/ix  +  h)+  /(«)] 

+  ilW"ix-\-h), 

9"  (Ä)  =  h  [/'(«  +  *)  -  /  («')]  -  Wi<'  +  A) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F{z\  F'  (g)  ^=zf{e\ 
f(z\  .  .  »f^^{e)  stetig  und  endlich  bleiben  von  jer  =  aj  bis  £f=ra5-f-^ 
sind  9  (/Ol  9'W»  9" CO  und  ff'"  (h)  gleichfalls  continuirlich  und 
endlich  von  h  =  0  hiB  h  =1  h^  und  dann  lassen  sich  die  Formeln 
2)  und  3)  auf  Seite  207  in  der  Weise  anwenden ,  dass  man  a  =  0, 
n  =  S  setzt  und  9  statt  /  schreibt,  wodurch  entsteht 
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<p(Ä)  =  9(0)  +  hq>'(0)  +  iÄ»9>"(0) 

Nimmt  man  die  willkürliche  Function  t(h)  =/'''(a?  +  Ä),  wo  nun 
f""(x  -f-  A)  keinen  Zeichen  Wechsel  erleiden  darf,   während  h  von  0 

bis  h  wächst,  und  beachtet  man  ferner,  dass  9>(0),  (p'(0\  q>"(0)  ver- 
schwinden, so  erhält  man 

V  (Ä)  =  ^-^^'  [/  "  (0!  +  Ä)  -/"  ix)]h* 

♦  1 

Das  Maximum  von  (1  —  d'^d'^  ist  tt:  i  daher  kann 

16 

gesetst  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten 
Brach  bezeichnet.  Durch  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  ergiebt 
sich  nun  folgendes  Resultat 

F(x  +  A)  -  Fix)  =  |Ä  lf(x)  +  fix  +  Ä)l 

+  il4«»*[y"'(*  +  Ä)-/"(a;)] 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  rechter  Hand  die  Differenz 
swiflclien  dem  Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 

"Wir  nehmen  der  Reihe  nach  x  =  a,  a  •\-  h,  a  •{-  2h,  .  .  . 
a  -{-  (n  —  1)^  und  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Sonune  ist 

7)  F(a  +  nh)  —  F(a) 

=  Äß/(a)  +f(ß  +  h)  +  . .  .+f(a+ir^lh)  +  lf(a  +  nh)] 
-  h^'[f(a-^nh)  -f(a)]  +  ^,h^S; 

dabei  wurde  zur  Abkürzung  gesetzt 

8)  S  =  c»|/"'(a  +  Ä)-/"'(a)]+«,[/'"(a+2Ä)-/"'(a  +  Ä)3  +  ... 


•   •   • 


+  e^,[/"(a+nÄ)-/"(a+iririÄ)], 


und  es  bedeuten  hierin  Sq,  f^,  •  .  .  £„— i  nicht  näher  bestimmte  po- 
sitive echle  Bräche.  Zur  Gültigkeit  der  Formel  gehört  ferner,  dass 
f""(x)  von  a5  =  a  bis  a;  =  a  +  nh  keinen  Vorzeichen  Wechsel  er* 
leidet,  büso  f*\x)  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt     Eben- 
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desshalb  beträgt  S  weniger  als  Dasjenige,  was  aus  Nro.  8)  für 
Sq  =  Si     •  •  =  €m— 1  =  1  hervorgeht,  d.  h*  man  kann 

9)  S=9[/"'(«+«Ä) -/"(«)] 
setzen,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

Ist  nun  a  4-  nÄ  =  5  mithin  h  = ,  so  repräsentirt  die 

linke  Seite  von  Nro.  7)  den  genauen  Werth  der  Fläche  Ü^  welche 
zwischen  den  Ordinaten  f(a)  und  f{h)  liegt;  rechter  Hand  ist  f(a) 
=  yoi  /(«  +  h)  =  yx  u.  s.  w.,  also 

10)  ü  =  h{\y,  +yi  -h y-i  +•••  +  y«-i  +  \yn) 

Der  Vergleich  mit  Nro.  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  genauere 
Rechnung  nöthig  ist.  Sollte  die  Bedingung,  das8/^(a;)  von  d;  =  a 
bis  X  •=  h  sein  Vorzeichen  behalten  muss,^  nicht  ^üUt  sein,  so  kann 
man  die  Fläche  leicht  in  kleinere  Stücke  so  zerlegen,  dass  innerhalb 
jedes  einzelnen  Stückes  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpson 'sehen  Regel  kennen 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  zwar  auf  zweierlei 
Weise.  Zuerst  nehmen  wir  n  =  2m  und  bezeichnen  den  entspre- 
chenden Werth  von  Q  mit  Qi;  nachher  lassen  wir  in  Nro.  7)  m  an 
die  Stelle  von  n  und  zugleich  2^  an  die  Stelle  von  h  treten,  wobei 
^2  der  zugehörige  Werth  von  Q  sein  möge;  die  zweite  Gleichung 
subtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  ersten  Gleichung  und  divi- 
diren  den  Rest  durch  3;  es  ist  dann 

F(a  +  2mA)  —  F(a) 


=  \h  [f{a)  +  4/(a  +  h)  +  4/(a  +  3  Ä)  +  •  •  •  +  4/(a  +  2m— 2h) 
+  2/(a  +  2Ä)+  2/(a  +4Ä)  +  •••  +  2/(a  +  2i»— 2Ä) 

+  /(a  +  2mÄ)] 
+  ^{Qi  -  92)h^U"'(a  +  2mh)  -/"(a)] 

oder  auch,  wenn  n  für  2  m  geschrieben  wird 

11)  U  z=  \h\yQ  +  4(^1+^3  +^5-1 +  yi^-i) 

+  2(^2  4-^4+ 2^6  H +  ^11^2)  +  yj 

+  all  9  Ä*  [/'"(&)-/'"(«)]. 

worin  Q  einen   positiven  oder   negativen  echten  Bruch  besdchnei 
Der  letzte  Ausdruck  liefert  für  ^  =  —  1  und  ^  =  -f-  1  die  Grenaen 
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«wischen  denen  der  bei  der  Simpson 'sehen  Regel  begangene  Fehler 
Hegt. 

Die  Formelii  zur  nähemngsweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  nfiherungsweisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §•  64  die  Fläche  ÄBDC  =  U  durch  das  bestimmte 
Integral 


/ 


b 

f(x)dx 


ausgedrückt  wird. 


§.83. 


Bectifioatioii  ebener  Curven  in  Farallelooordinaten. 

Bereite  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Gurvenbogen  PFi  um 
10  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen,  und  dass  folglich, 
wenn  areOP  =  8  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Goordinaten 

1)  ds  =  V  dx^  +  dy^ 

ttt;  nach  demselben  Prinzipe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Coordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  ds  =  y  dx^  +  dy^  +  2dxdycosy. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va- 
nabele  und  schreibt  demgemäss 

^  =  2/»    äy=  yrdx\ 

clie  Formel  2)  wird  dann 

(?s  =  V^l  4-  y«  +  2y^co8ydx, 
ond  daraus  folgt  dnrch  Integration 

3)  s=jVl  +  y«  +  2y'cosydx. 

Die  wiUkührliche  Gonstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest* 
setzt,  von  welchem  Anfangspunkte  G  aus  der  Bogen  8  gerechnet 
werden  soll;  es  muss  nämlich  s  =  0  werden,  wenn  für  X  die  Abscisse 
des  Punktes  C  genommen  wird. 

SehlÖnilolii  Analysis.  25 
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a.    Die  Parabel.     In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  OJ- Achse  die  . 
Scheiteltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 

und  nach  Formel  3) 

oder  bei  Ausführung  der  Integration 

ST        ^ 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  3  =  0   werden 
far  o;  =  0;  dies  giebt 

0  =  — |jjp22(l>)  +  Consf.| 
und  durch  Elimination  der  Gonstante 


4)  ,  =  jjf}Sf!>j,-^,(l£lS±f!)j. 

b.    Die  Ellipse.     Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Coor 
dinatensystems  hat  man 


y  =  — Va2-aj2,    y' = - 


"bx 


ö  aVa^  —  x^' 

und  wenn  zur  Abkürzung  die  numerische  Excentricität 

Va2  — 5» 


a 
gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 


8 


In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausAhreo, 
und  daher  muss  man  8  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  Be- 
nutzt man  cur  YereinÜEichung  die  Substitution  x  =  a£,  so  wird 


8 


= «/V3«- 


und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,   welche  iB  • 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.     So  ist  nach  Formel  6) 


in  Parallelcoordinaten. 


387 


a 


~  =  ^^  +  ^0  -  f"^'  ~ TT"^  -  2:4-6-* ' 


oder  vermöge  des  Werthes  fön  | 
Fig.  53 


X 

aresin  — , 
a 


m 


Un  = Um  — 2 


m 


wa"*+^ 


Versteht  man  unter  8  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  8  gleichzeitig  yer- 
schwinden;  nun  ist  für  x  =  0 

Uo  =  0,    172  =  0,     üi  =  0,.... 
mithin  Const.  =  0,  daher 


Zur  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  üi,  U^  etc. 
"6quemer,  wenn  man  den  Winkel  COQ  =  q>y  die  sogenannte  Am- 
plitude, einfuhrt;  es  ist  dann  x  =  asinq>,  |  =  sinq),  mithin 


1) 


8inq>  = 


X 

a 


Uo  =  9.       ^m  = 


(m — l)Um-i  —  sin^^^qx^sq) 


m 


Für  a;  =  a,|=  1,  9  =  |:r  erhält  man  die  Länge  des  EUip* 
*6öquadranten,  welche  E  heissen  möge.  Die  Werthevon  Di,  Dj,  Ü4 
^  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

^  X        ^  1    _  1     « 


_  JLtt     —  J 

^«  —    2    ^  ~    2     2 


Ln  —  ^  '  ^  ^ 

*~    4      *  ~  2  .  4   2    ' 


_         1  .  3  .  5  :r 

C/ß  = : ::  -r—  U.  8.  W. 


2.4.6   2 

%lich  ist  nach  Nro.  6) 

"-i-t'-(-f)'T^-(H)'4-a^)T 


'  •  •  •  1  • 


Anf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 

Formeln  benutzen,  um  Reihen  für  8  oder  E  zu  gewinnen. 

25* 
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c    Die  Hyperbel.     Geht  man  von  den  Gleichungen 

h 


«  ay  x^  —  a« 


aus  und  setzt 


Va2"T^ 


a 


so  erhält  man 


5 


=/V^g^'-- 


Diese  Gleichung  transformiren  'wir  durch   Einfuhrung   eines   Hülfs- 

winkels,  der  auch  bei  der  Construction 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).     Beschreibt  man  nämlich  um  den. 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  concentri- 
sche  Kreise  mit  den  Radien  OA'=^(i^ 
OB  =  AC  =^hi  zieht  femer  irgen 
einen  gemeinschaftlichen  Radius   0  U 
unter  dem  Winkel  AOU=^il>  und  leg 
femer  in  ü  und  F  an  jen6  Kreise  die 

Tangenten  ÜM^  VN^  so  ist 
0M=:  X  =  asecif^  und  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  ff  =  htan'^t   d.  L 
MF  =  NV;  femer  wird 

$=  a  I  V s^  —  cos^tlj  sec^'ilfdilf  =:  as  I  — —  y   1 ^* 

cos  t(^ 
Wegen  ß  >  1  ist   der  Quotient <;;  1  und  daher  kann  folgende 


— j 


Reihenentwickelung  vorgenommen  werden: 

/di}   i  1    cos^if  1 

- 


cos^ifl  2 


cos^ilf 


— i 


f 


a«  2.4     6* 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Vm^=  I  COS'^lIf  dtif  , 

so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

(rr    «*   I      *      /         "^e  1     F3         1.3    F4  } 

I  ^  ^        2«     .      2    4fi8        2.4  6  6»  J 

und  zwar  geschieht  die  Berechnung  der   Integrale  Vq^   Fj,  F4  etc. 

nach  folgenden  Formeln: 


I 


c 


9) 
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TT  _  w.       17  ****^  cos"»-i^  +  (w  —  1)  Fm-a 

Kp  =  V  »       Km  =  :^ , 


^e  man  mittelst  der  fünften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
dei  Bechnen  wir  den  Bogen  $  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
^ird  5  =  0  far  a?  =  a,  d.  h.  für  ^  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
8cliwinden  alle  V  und  es  wird  Const  =  0,  mithin 

im    «  L.     /        ^0  1    "Fi         1  .3  F4 

(  2«  2    46»         2.4  6«» 

Die  Verlängerung  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  OQ  =  0  ah,  deren  Grösse  ist 

»  =  «a?  =  assecilf; 


e  = 


vermöge  der  goniometrischen  Formel 

secil)  —  tanil>  =:  tan(^7C  —  |^) 
orhüt  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcAP 
«  —  «  =  a£tan{\yt  —  5^) 

"^    2fi  r^  "^    2    26»  "^  2  .  4  3fi* 

^nnendlich  wachsenden  a;  convergirt  tif  gegen  die  Grenze  |9r,  zu- 
gleich wird 


+ 


•  •  •  •  f  • 


r  — JL 


_  1      -^  l       7C  „  1.3    Ä       ^ 

F,  =  — r.  =  — — .    ^i  =  o-2-^*°- 


mitiiin 


"'"•(— )=^t'+a)'^+ö-!)'3i.+ 


•  •  •  #  • 


Fig.  66. 


Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.21  sei  der  Scheitel  C  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Goordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 

,        1  /2a  —  X 


8 


—J  y   —dx  =  2V2ax  +  Const. 
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Rechnet  man  auch  den  Rogen  s  vom  Scheitel  aus,  so  müssen  8  und  x 
gleichzeitig  verschwinden ;  dies  giebt  Const.  =  0  und 

12)  8  =  2V2aa?, 

was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  x  =  2a  folgt ,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Cycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  an 
Länge  gleichkommt. 


§.  84. 
Bectification  ebener  Curven  in  Folarcoordinaten. 

Nach  Formel  7)  in  §.23  wird  das  BogendifiTerential  einer  auf 
Folarcoordinaten  r  und  61  bezogenen  Gurve  durch  die  Formel 

1)  ds  =  V(rdff)^  +  flfr» 

ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  0  die  unabhängige  Yariabele 

ist,  zur  folgenden  wird 

2)  ds  =  Vr^TV^  de: 

Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 


3) 


8 


=  fVr^  +  r^^äd; 


Fig.  56. 


mithin  ist 


die  willkührliche  Constante  des  In- 
tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  s  =  0  werden 
muss,  wenn  6  denjenigen  spedellen 
Werth  (^^ÄOXm  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Ro- 
gens entspricht. 

a.    Die  Spirale  des   Arohi- 
medes  hat  zur  Gleichung 
4)  r  =  aO,     f'^za^ 


8 


=  a  CVe^  +  Ifltö, 
oder 

6)  fi  =  ia{öVr+^  +  z(fl+Virjrö5)}, 

wobei  es  keiner  Constanten   bedarf,  wenn  ö,  r  und  8  gleichaeitig— 
reriSchwinden  sollen. 
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b.    DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 
construirende  Gleichung  ausgedrückt 

6)  r  =  6(1  +  cosfl),      r'  =  —  hsind\ 
es  ist  daher 

8  =  h  fV  2(1 +C08d)d6  =  2h  fcoslOdd 

oder 

7)  8  =  4bsm|ö; 

eine  Gonstante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  s  =  0  werden  soll  für 
0  =  0.  Für  d  =  7C  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Gardioide 
=  4ft,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  =  85. 


0.   Die  Ereisevolyente  hat  nach  §.24,  YIL  zwei  Gleichmigen, 

aus  denen  folgt 

am 
dr  = 


Fig.  67. 


Vi   +  CD» 


d(X), 


^s  =  aco  (2(ü); 

lässt  man  den  Bogen  8  im  Punkte  Ä 

anfangen,  so  wird 

8)  8  =  jao«, 

d.h.  arcÄP  =  l  QB  in  Fig.  67. 


§.  85. 
Beotifloation  doppelt  gekrümmter  Linien. 


L   In  Beziehxmg  auf  ein  rechtwinkliges  CWrdinatensystem  ist 
Wh  Finrmel  6)  in  §.  25 

1)  ds  =  V  dx^  +  dy^  +  £?;p2; 

denkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
^9iV  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

y=(p(x),         z  =  ^(x) 
^^ge^okt,  worin  x  die  unabhängige  Yariabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über-  in 

d8  =  V 1  +  y^  +  ^'  dx. 
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Hieraus  folgt  augenblicklich 


2) 


8 


=  r.VT+YM^^«; 


die  Integrationsconstante  bestimmt 
sich  dm'ch  die  Bedingimg,  dass 
5  =  0  werden  mnss,  wenn  für 
X  die  Abscisse  des  Bogenanfanges 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Dm'chschnitt  eines  vertical 
stehenden  parabolischen  mid  eines 
senkrecht  dagegen  liegenden  cy- 
cloidischen  Gylinders  (Fig.  58). 
Für  OL  =  X,  LM  =  y,  LN 
=  MP  =  x^  ist  nämlich 


y  =  2Vhi, 


^     X 


=v 


2a  —  X 

X 


wobei  h  den  Abstand  des  Brennpmiktos  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
zeichnet; daraus  folgt 

dx 


8 


=/V'  +  7  +  ^^'  =  ^^^/ 


V7 


oder 


8 


Fig.  59. 


2V(2a  +  b)x, 

und  hier  ist  keine  Constante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  $  der  Bogen 
OP  verstanden  wird.  Die  geometri- 
sche ißedeutiing  des  Werthes  von  8 
erkennt  man  leicht. 

IL  Nicht  selten  ist  der  Gebrauch 
eines  gemischten  Goordinatensyste- 
mes  vortheilhaft,  welches  dadurch 
entsteht,  dass  man  zwei  der  recht- 
winkligen Goordinaten  x^  y,  a  ia  Po. 
larcoordlnaten  umsetzt  und  die  dritte  Goordinate  ungeändert  lässt. 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  xy-Ebene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Protection  ON  mit  u  xini  den  Win- 
kel NOX  mit  2,  so  haben  wir 
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5)  X  =  ucosx,      y  =  usinXi 

v^Shrend  ff  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4y  ds  =  ViudxV  +  du^  +  d0*. 

SubBtituirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Werthe  von  x 
tizid  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Gurve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gldchuogen  zwischen  ü,  %,  0\  eine  dieser  neuen  Goordinaten  wählt 
^Qcitti  zur  miabhängigen  Yariabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
dicft  aus,  80  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand,  nur  eine  Yariabele 
dithSlt  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 

einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 

^der  Flächen  mit  der  x^-Achse  zusammenfallen.    Nennen^  wir  y  den 

^iakel  zwischen  der  Eegelseite  und  jer- Achse,  c  den  Parameter  der 

Scbaubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Goordinaten 


X  0 


««  -f  y«  =  B^ian'^y^ 
ond  in  gemischten  Goordinaten 

c 

vo  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
wenn  s  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet  wird, 


z 


Hieraus  folgt. 


dB 


oder  kürzer 


'Xffetany^ 


4-  tan^Y  +  1  .  dir 


tany 


d«  =  !^VinrÄid*,      ft  = 


c  stny 

ond  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  $  und  e  gleichzeitig 
^v^winden  sollen, 

^C     \  IC  IC  / 1 

Vie  mm  «us  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  5  mit  dem  Bogen 
ouMT  gewissen  Parabel  vergleichen. 

IIL  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
ücImii  Raumpolarcoordinaten  vorkommen ,  setzen  wir  den  Radiusvec- 
icnr  O'B  =  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
^y-Ebene  {^^^011=:^  r);  wir  haben  dann 

tt  =  rcosr,      z  =  rstnr 
dtt«  +  dz"^  =  (rdt)«  +  dr« 
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mithin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  =  V(rcoszdx)^  +  (rdt)^  +  dr^, 

wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  du 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  dessen  Kanten  rcosvdx 
rdx  und  dr  sind.  Zum  Uebergange  von  o;,  y,  j?  zu  r,  %,  r  dienei 
die  Formeln 

6)  a?  =  rcost  cos%^    y  ==  rcosr  s%n%^   e  =  rsinr-, 

aus  den  Gleichungen  der  Gurve  in  rechtwinkligen  Goordinaien  erbäli 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zwei  Glei 
chungen  zwischen  r,  r,  Xt  wobei 
man  eine  der  letzteren  Grössen 
als  uAabhängige  Yariabele  be- 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den 
Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  vertical  stehenden  Gylinder: 
dessen  Directrix  eine  Archimedü 
sehe  Spirale  ist  (Fig.  60).  DL. 
ursprünglichen  Gleichungen  mS 
gen  sein 

«'  +  y*  +  ^*  =  «S  tt  =  hzi 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann 

r  =  a,  acosz  =  5%, 

folglich,  wenn  r  als  unabhängige  Yariabele  angesehen  wird, 


ds 


und 


8 


\  /^/acost  8inT\^  .   , 

=  ^K  V — h — ;  +'-^^ 
=  v  K  (-25-; 


+  1  .dt. 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  GurvAipunkte  D  aus,  bO 
mxjLBB  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s  =  0  wird 
für  r  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  su  ver^ 
wandeln;  mittelst  der  Substitution  r  =  |ci  erhält  man  n&mlich 


wobei  zur  Abkürzung 

a 


»=m/^ 


V  a«  +  46« 


=  X 


l-'k^cas^iodGh 
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gesetzt  wurde.  Da  Xcosa  immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichmmg 

iß„  =  /  cos* (o  da 

einführt,  erh&lt  man 

a«    (^  X«  1   A4  1.3  A6^  I 

i^o  =  C^f     W„  = 

n 

Fflr  T  =  I  ^  mithin  a  =  7C  findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Durchschnittes  DC,  und  zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Lange  des 
^3lip86nqaadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 


2b 
coüBtroirt  werden  kann« 


und  a 


§.  86. 
Die  Cubatur  begrenster  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
^ent  eines  Volumens,  welches  sich  längs  der  o;- Achse  erstreckt,  in 
Beziehung  auf  x  genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
z^chnen  wir  demnach  mit  V  ein  derartiges  Volumen  und  mit  U  den 
Querschnitt,  welcher  am  Ende  des  x  senkrecht  zur  o?- Achse  liegt  und 
^  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

dV 

^=rr,       dV=Udx, 

^i  hieraus  folgt 

1)  ^  V=Cudx. 

Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
et, von  welchem  auf  der  o^Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  V  sich  annulliren. 
Wenn  f&r  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
^  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.    Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 


2)  f=ä4t(«'«  — i«*). 
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der  Querschnitt  am  Ende  von  o?,  senkrecht  zur  o;- Achse  gelegt, 

hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  —  V  a«  —  a;«  und  —  Va'  — 

a  a 

daher  , 

Nach  Nro.  1)  findet  sich 

a» 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  Yon  der  ^J^Ebe 
an  gerechnet  wird,  d.  h.  f ür  x  =  0  rerschwindet.  Die  Formel 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone,  welche  in  der  Richtung  der 
die  Dicke  x  besitzt.  Für  x  =i  a  wird  daraus  das  halbe  E1%K) 
=  l7ta'bc;  das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoidos  ist  demnach  =r|^a5 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  Mi 
tel  aus  den  Halbachsen  a,  2>,  c  zum  Radius  hat. 

b.  Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Gle 
chung 

fe>'  +  (f)*-(7)'=' 

aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  0.     Der  Hör 
zontalquerschnitt  am  Ende  des  0  ist  eine  Ellipse  aus  den  HalbacbB^ 

~  Vc^  +  z^  und  —  Vc^  +  0^,  daher 
c  c        .' 

und  nach  Formel  1),  wenn  x  durch  0  ersetzt  wird, 

8)  r  =  «  ^  ic^g  +  iz»). 

C 

Für  0  =  c  ergiebt  sich ,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  C  i 
Volumen  1 7t  ahc  besitzt.  Gonstruirt  man  überhaupt  aus  den  df 
Halbachsen  a,  &,  c  einen  elliptischen  Kegel  K,  einen  elliptischen  C^ 
der  (7,  ein  Halbellipsoid  E  und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidiic! 
Zone  Hi  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 

Kl  Gl  El  H=  1:2:3:4; 

der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repräsentirt  hiervon  den  BpedaQ 
Fall  a  =  &  =  0  mit  Weglassung  von  H0 

0.    Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 

-(?)■  -  ©* + (7)= '• 


Cap.  XIV.    §.  86.   Die  Cubatnr  begrenzter  Volumina.  397 
md  B«in  Horiaontalqaersohnitt  in  der  Höhe  0  '^  c  ist  eine  Ellipse 

mit  den  Halbachaen  ^  V^p«  — c«  und  —  V^*  — c^i  daher 

e  c 

nnd  nach  Formel  1),  wenn  jp  für  x  geschrieben  wird, 

F  =  Ä  -^  d^er»  —  c«5  +  Camt.). 
c 

Rechnen  wir  das  Volumen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  muss 
F=  0  werden  für  ir  =  c;  daraus  folgt  Gonst.  =  |c', 

nid  nmi  bedeutet  V  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  0  —  c. 
Fürif  =  2 c  ergiebt  sich,  dass  die  Kappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
>Mn|«a&o  besitzt 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

lein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  0  ist  eine  Fllipse  mit  den 
Halbachsen  V  2a0  und  V^2  hz,  daher  ü  =  2  aYah  .  0  und 

5)  V=n:Vah  .0^  =  lU0, 

^bei  es  keiner  Gonstante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
Kappe  von  der  Höhe  0  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Gylinders  gleich ;  hierin 
%t  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
S^en  Quadratur  der  Parabel. 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichuug 

a  h 

^iMkterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  x  scnk- 
ndt  sar  a;-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  a;^-Ebene 
^begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
fy-Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  U  jenes  Stück  und 


TT       «2    a?»        1/5 
B    2a         Y    a  ' 


nuÜiin 
6) 

y          1       n 

6    aV7 

1.     § 

F 

1     rr 

aj*  =  —  Uflf. 

4 


dx. 
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Das  oberhalb  der  ir^- Ebene  vom  Scbeitel  bis  zum  Qaerscbn 
ü  reichende  Volumen  beträgt  hiemach  ein  Viertheil  des  nmschric 
nen  parabolischen  Cy linders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebe 
Gurve  um  die  ^- Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  Z7  bil 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Badius  hat,  i 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhn] 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  ü  =  TCy^  und 

7)  y  z=zn  j  y^dx. 

Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  y^  und  y^  ^  yi  ( 
sprechen,  welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verscl 
denen  Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung 
Sirecke  yj  —  Vi  einen  Ereisring,  dessen  Inhalt  U  =  3r(y|  — 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  { 
dann  durch  die  Formel 

Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  enisti 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Grera 
gedreht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpnnkte  =  c 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  o;- Achse  und  lassen  die  y-Ad 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichung  < 
rotirenden  Curve 

y  =  e  +  V  a'  —  x^. 
Fig.  61.  Dabei  sind  die  Fälle  zu  untencheiden, 

die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Krei 

liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c;  ]>>  a  ode: 

^\  <;  a  ist.      Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  a 

\  Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

_^^.x^  mithin  ist  nach  Formel  8) 

X  F=  4  7t  '^fVa^  —  ä'  dx 

oder 

r  =:t  2.T  —  (arVa«  — X«  -f  a^arcsin  —V 
«  \  a/ 

Einer  Gonstanten  bedarf  ea  mohi,  wenn  man  das  Volumen  T* 
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«  =  0  ab  rechnet.     Für  x  =  a  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
Ringes  =  «»a^c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 


9) 


Fig.  62. 


B  =  2  7t^a^c. 

Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 
sind  die  Querschnitte  theils  Vollkreise  theils 
Ereisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OB  beträgt;  der  ganze  Rotations- 
körper besteht  daher  aus  zwei  Theilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 


p  =  c  +  Va»- 


X' 


mithin  nach  Formel  7) 


dx 


V=n  f{a'^  +  c»  —  «2  4.  2cVa2-.iB2) 

oder  durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
^^88  F  und  X  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

F=  3r|(a»-f  c»)aj— -fajs  -f  cxV a^  —  x'^  +  a^c 

Bieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  BODE  be- 
schriebenen Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

OD  =  Va^  —  c^ 
Setzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 


X 
aresin  —  i  • 
a 


(a(2a»  +  7c«)ya2  — c«    ,      ,  .   Va^-^c^ 

—  «^  <— i —^ \-  a^carcstn 

oa  a 


Z—  X 


Um  zweitens  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene  Volumen 
2u  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

y,  =  c  +  Va^  —  «^  ,  yi  =  c  —  V  a»  —  a;« 

su  nehmen,  wodurch 

F  =  27Cc\xV  a^  —  x^  +  a^  aresin  —  +  Cöns^.) 

^^  und  die  Constante  so  zu  bestimmen,  dass  F  verschwindet,  wenn 
«  Beinen  kleinsten  Werth  OD  =^  V  a^  —  c^  erhält;  dies  giebt 

.    ya2— ^c« 


0  =  2nc\cY  a^  —  c^  +  a^ 


arcstw 


a 


+  Con^. 


^  durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 
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F=  2jr(ca?Va«  — a?«  —  c«Va«  — c*) 

+  2na^c[arcstn arcstn J' 

Für  x  =  a  erhält  man  das  vom- Segmente  DE  AD  bescliriebene 
Volumen 

(        -.y Vo^^^^ 

Das  Doppelte  von  Z  -\-  Vi  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  OCD  =  y  ein,  indem  man 

Va^  —  c^ 
=  8tn  y 

setzt,  so  findet  man 

10)  W=  2na^c(7t'-'y)  +  ln:a(2a^  +  c^)siny. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  .die  Drehungsachse  den  Ereis 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  denselben 
Werth,  nämlich  27C^aK 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo- 
lumens zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  CT,  und  deren 
zweite  den  Inhalt  V  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  in 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  V  unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Inte- 
gralen und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Bede  sein  wird. 


§.  87. 
Die  Complanation  von  Cylinderfläohen. 

In  Fig.  63  sei  OL  =  x,  LM  =  y,  LN  =  MP  =  0,  fernem 
y  =  q>(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  JBM  eines  vertical  stehendaxi 
Cylinders,  und  ^  =  ^(a?)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  homoMi^' 
tal  und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylind^r 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  mtM  "n 
sich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parall»lö 
feste  Ebene  ABG  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylin(L^ 
eine  begrenzte  Fläche  GDPN,  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  aoXl 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwa<?*3« 
LLi  =  dx\  die  Fläche  S  nimmt  dann  um  den  Streifen  NN1P9,  ^ 
=  e?S  au,  und  je  kleiner  üj&i  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Str^»*' 
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fen  einem  Rechtecke  gleich,  von  welchem  NP  =  iüf  =  y  die  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  ^^i  die  andere  Seite  darstellt.  Hier- 
nach ist,  wenn  arc  CN  mit  8  bezeichnet  wird, 

d8  =  yds  —  yVdx^^  dz^  =  yVT+^dx, 
mithin  durch  Integration 


1) 


8  =  CyYT+T^dx. 


Für  y  und  if  aind  ihre  aus  den  Gleichungen  der  Curven  BM 


Fig.  63. 


und  Oüf  gezogenen  Wer- 
the  q>{x)  und  ^''(a;)  ein- 
zusetzen ;     die    Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich    durch    die  Bedin- 
gung, dass  iS=  0  wer- 
den muss,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OA  erhält, 
a.    Kreisförmiges 
Elostergewölbe.    Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OA  =  a  (Fig. 
64),  der  Pfeil  00=  Ä, 
AB  =  5,  und  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNA\ 
ist  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  ANC^   O'C 
=  fc,  OC  =  2,  80  gelten  folgende  Gleichungen : 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


r,  ^ 

boii^ 

eserSc* 


a 


e  =  yc^  —  (x  +  h)^-l, 


VT+7?  = 


Vc»-(«  +  )k)«' 


8«hl«aiieb,  Amüfttt. 


»6 
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arcCN=  s  =  fVT+T^dx  =  f,,      ^^^  , 

und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  C^P  =  S  gesetzt  wird, 

^ &£  r         xdx 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

g^j&^i    r  (x+jc)dx       ^^  r      cdx 

«  ^   J  V  c2  —  (ic  +  Uy  J  Vc2  — (a;  +  Ä?)« 

und  daraus  folgt 

S=— |—  cVc2  —  (ic  +  Ä;)2  —  ÄJS  4-  Cons^.| 

Für  OJ  =  0  wird  S  =  0  und  s  =  0,  mithin 

0  =  —   —  cV c'i'-lc^  +  Const.  I 
und  durch  Elimination  der  Constante 

g=  ArcjVc2  — Ä2  —  Vc»  — (a;  +  Ä)3J  —  ibsl. 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Fläche  ÄBC=F  ankommt, 
so  nehmen  wir  o;  =  a  und  beachten,  dass 

Vc«  — Ä2  —  yc2  — (a  +  Ä;)2  =  Ä  +  Z  —  Z==  Ä 

ist  und  dass  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  (7ii  übergeht,  dessen  Cen- 
triwinkel  ÄO'G  mit  y  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

hc 
2)  F=^(h^hr). 

Tür  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  Jc  =  0  ist. 

b.  Elliptisches  Klostergewölbe.  Besteht  die  Wölbungs- 
curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OA  =  ai 
OG  =  c,  so  ist 

"h  c      j 

a  a  ! 

Im  Falle  a  ]>  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist,  f 
ergiebt  sich 

8  =  —  I  X  W  — dxi 

die  Substitution  a^  -^  x^  =  a^u^  verwandelt  das  vorstehende  Inte-   ' 
gral  in  folgendes:  ^ 
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8  =  --  ah  rVl  —  B^  +  i^u^du, 

dessen  Entwickelung  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
so,  dass  8  für  flj  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  a;  =  a,  so 
erhält  man  fär  die  ganze  Fläche  ABG 

3)  F=ial\l  +  i=fl{l±^^\,    a>c. 

Im  Falle  a  <;  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölhe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 

Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  beifaandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 


4) 


1  -I-  A*  ) 

F  =  Jadjl-I — ^j —  ardanki,    a  <  c. 


c.    Kreuzgewölbe  bestellen   aus    den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von  den  Flächen  voU- 


Fig.  66. 


gen  ABC  =  JP,  BGB  - 

5) 

wo  jP  emen  der  früher  angegebenen  "Werthe  hat. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
%^  ABG  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  AB  DG  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Best 
BGB  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.    Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 

jP+,  arcAG  =  arcBB  =  8  ergiebt  sich 

F-^  =  hs  —  F, 


§.  88. 

Die  Complanation  der  XJmdrehnngsfläehen. 

Eine  in  der  Ebene  xa  liegende  Curve  GN  (Fig.  67  a.  f.  S.),  deren 
Gleichung  g  =  tlf(x)  heissen  möge,  werde  um  die  OJ- Achse  gedreht 
und  die  entstandene  Hotationsfläche  von   einem  verticalen  Cylinder 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  B2f  durch   die  Gleichung  y  = 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD,  der  bewegliche  Parall 


Fig.  67. 


NP,  die  Curve  C 
der  Durchschnitt  J 
grenzen  ein  Flache 
CD  PN,  von  wi 
wir  den  Inhalt  t 
suchen  wollen. 

Wenn  OL  = 
LL\  =  dx  zunim 

Li ^   wächst  S  um  den 

"■  fen    NPPiNi    = 

welcher   dem  Rec 
aus  den  Seiten  N. 
NNi  desto  näher  kommt,  je  Heiner  ^^i  genommen  wird.     N 

LM  _  LM  _  y^ 

LP  '^  LN  ~  z  ' 
mithin 

Z^NLP  =  aresin  —  • 

z 

und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  z  beschriebener  Kreisbog 

y 

arcNP  =  z  aresin  —  • 

z 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Eechtecks  hat  man 
arcNNi  =  ds  =  VT+T«  dx, 


sinNLP  =  cosMLP  = 


mithin 


dS  =  z  aresin  -^  •  VT+7«  dx 


Fig.  68. 


und  durch  Integration 

1)  S  =JzYl  +  ^^  aresin  ^ 

Die  Werthe  von  y  und  i 
E  aus  den  Gleichungen  der  geg^ 
Curven  zu  nehmen,  und  die  In 
tionsconstante  muss  so  bestimm 
den,  dass  S  =  0  wird  für  x  = 
Als  Beispiel  diene  die  Co 
nation  eines  Kugelgewölbes 
68).  Die  Curve  BM  ist  hiej 
Gerade  parallel  zur  o^-Aclise,  d 
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tirende  Oonre  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten- 
anfang  legen;  für  OB  =  6,  OD  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

4fVT+7«  =  c, 
mithin  nach  Formel  1^  wenn  8  die  Fläche  DFFN  bedeutet| 

8  =  c  I  aresin  rrF"  ^^ 

J  Vc«  — »« 

Bei  theilweiser  Integration  wird 

h         ^         r x^dx 

Vc2  —  x^         ^J  (c2  —  0?»)  Vc«  —  52  —  a?« 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausfährt, 
8  =  ex  aresin  _ .        >      +  oe  arcstn 


8=  ex  aresin 


—  «  ==-   -I—    VI/  %»r%^otfi»    _  /— ^— — 

c»  — a;»  Vc«  — b« 

_6o./* ,f 

y  (c3  — a;3)yc»— 52  — a;3 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  Vc^  —  5'  stntt 
BO  wird 

r  da? _  r____du___ 

J  (c3  —  ^2)  yc2 — 52  —  x^       J  e^eos^u  +  h^sin^u 

l  /h  \         1  hx 

=■=—  arcfon  l  —  ianu  )  =  •=—  aretan    ^j 

oe  \e  /        oe  cVe^^h^-^x^ 

^d  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

8  =  ex  aresin  ,.  +  he  aresin  ,  > 

Vc^-a?«  Vc2  — b« 

hx 


wobei  68  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  8  und  x  gleich- 
^tig  verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
OAz=:  a  und  bezeichnen  die  Fläche  DEGF  mit  F,  so  wird 

F  =  ae  arestn  ^ .  +  Ocarcs«» 


^  c^arcfan 


ah 


cVc2  — o«  — M* 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  durch  die  Bemerkung,  dass 

ardan    , .  =  arcstn  i ->  •  ,/  ^  ) 

ist,  und  man  kann  daher  schreiben 

2)  F=  c(aa  +  6j3  —  cy), 
wobei  die  Bögen  a,  ß,  y  durch  die  Gleichungen 

3)  j  y^c2  —  «2 '  ^         Vc2  — 1)2 

bestimmt  sind. 

Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordina- 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  der  Eotationsfläche  ankommt,  wo 
mithin  die  Curven  BM  und  0^  congruent  sind.  Für  y  z=  js  wird 
nämHch 


S  =  litJ  yVl+t/*dx, 


demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent- 
standenen Zone 

4)  Z  =  2«    ryYT+V^äx. 

Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen  Meri- 
dian zur  Gleichung  hat 

y  =  j  y  &2  —  aj3. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Va2  — 52  _ 

h         ~    ' 

so  erhält  man  zunächst 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,    so  muss  Z"  =  0 
werden,  wenn  a?  =  0;  dies  giebt 
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Für  a  =.  &  erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
SUipsoides;  die  gesammte  Oberfläche  ist 

Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
zwex   verschiedene  y,  etwa  yi  und  ^2  entsprechen,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 

stimmt werden  müssen.  Wie  man  diese  Bemer- 
kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 
zeigen. 

Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  Halbmes- 
ser äC  :=  a  beschriebener  Kreis  (Figur  69), 
dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre- 
hxmgsadl\pe  entfernt  liegt.  Im  Falle  c  '^  a  ist 
fOr  alle  Punkte  des  Quadranten  AB: 


2,  =  2«/(c4-V^5z:^0^ 

=  2n\ac aresin }-  ax[, 


=:dx 
x^ 


vobffi  es  keiner  willkührlichen  Gonstanten  bedarf;  für  o?  =  a  erhält 
man  die  yom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

B2  ==  27ea(\nc  +  öi). 

Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 
Gleichung  ^____ 

yi  =  c  —  Va^  —  x^ 

und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 
Fläche 

Bi  =  2na(\7tc  —  a). 

Das  Doppelte  von  Bi  ■{-  B2  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 
6)  B=^^n:^ac. 

Im  Falle  c  <^  a  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welche 
der  Erdsbogen  BEAT)  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE^  EA  und 
AD  erzeugten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 

(               X 
Z2  =  2tta\c aresin \-  x 
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dem  X  seinen  grössten  Werth  OD  =  V  ä*  —  c* .  woraus  folgt 


Z2  =  29ra|carcsin 


a 


4-  Va»— c«j. 


Fig.  70. 


o 


-^ 

« 

r\ 

^ 

( 

^ir 

.'^ 

b 

■■A. 

Für  alle  Punkte  des  zweites  ßogens 
J^il  ist 

mithin 
=  2ara! 


c aresin 1-  x  +  Gonst.L 

a 


wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden 
muss,  dass  Z  =:J0  wird,  wenn  x  seinen 
kleinsten  Werth  OD  erhält.     Dies  giebt 

„  i  X  V  a^-^c^   *  1/ 

Z  =  27ca  ]c aresin c aresin +  o?  —  V  a^- 

(  a  a 

und  f ur  «  =  a  erhält  man  für  die  vom  Bogen  EA  beschriebene 
Fläche 


c» 


Zi  =  2Äa||3rc  +-  a  —  l/a«— 0«  — 


c  aresin  — 


a 


Endlich  werden  alle  Punkte  auf  AD  durch  die  Gleichung 

y  z=e  —  Va«— a;2 
bestimmt^  mithin  ist  hier 


Z=27C  f(c  —  Va^^x^)  ^j    ^ 


dx 


=  2xa\eare8in x  +  Const,  |; 

giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  verschwindet 
für  o;  =  OD  und  nimmt  dann  o;  =  o,  so  erhält  man  für  die  vom 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 

Zq  =  27cahxc  ^  a  +  Va^—  c«  —  caresin         ~^^ i • 

Die  Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  ist  das  Doppelte  von  21)  -|-  ^ 
+  Zi ;  durch  Einführung  des  Winkels  0  CD  =  y  wird  hieraus 

7)  17=  43ra{c(3r  — y)  -f-  asiny}. 
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Im  letzten  Falle  0^=0^  y  =  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  49s'a'. 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindriBche  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ga- 
pitel  vorbehalten  bleibt. 


%  Cap.  XV. 

Die   einfachen  bestimmten   Integrale. 

§.  89. 
Definitionen  und  Werthbestimmungen. 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  denen 

zufolge  unter  dem.  Symbole 

b 

f{x)dx 


' 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  /(«)Ö1  +/(«  +  öl)  «2  +/(«  +  «1  +  «,)  «3    + 

+/(a+Äi  +  «>  +  ---4-«— 0«« 

convergirt,  wenn  die  Grössen  ^1,^3,...  d„  der  Null  näher  und 
näher  kommen,  während  sie  immer  der  Bedingung  ^i  -|-  dj  -|~  dg  -|- 
*  *  *  -|~  ^«t  =  ^  —  ^  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  an 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  % 
als  Abscisse  und  y  =  f{x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an- 
gesehen wird ;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der 
Fläche,  welche  die  Strecke  &  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  /(a) ,  /(]b)  und  oberhalb  durch  die  ge. 
nannte  Curve  begrenzt  wird  (Fläche  il5DC  auf  S.  307).  Später 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales. 

2)  ff{^)äx  =  F{x)  +  Gonst. 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

h 

3)  fmdx  =  F(b)--Fia), 
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unier  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  Inter- 
valles*  von  a?  =  a  bis  o;  =  6  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
'erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  fOr  die  erste,  weil  sie  in  gewisser  Hücksicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von  f{x)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
f(x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
a  bis  0?  =  &  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimiaten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra^ 

las  /  /(x)dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
hierzu  einige  Beispiele. 

JliittelBt  der  Fundamentalformel  6)  in  §•  65  erhält  man  sehr 

leieht 

a 

^  r     dx       jr_ 

^  J  a^  +  x^~  Aa' 


^>^  /; 


00 

dx  7t 


«2  +  aj«        2  a* 


"^  Es  bedarf  wohl  kaum   der  Bemerkung,   dass  unter  einem  Inte- 
grale von  der  Form 

00 

J*fix)dx 

a 

der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

b 

fAx)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  h  nähert. 


412    Cap.  XV.  §.  89;  Definitionen  und  Wetthbestimmungen. 
die  Formel  10)  §.  65  liefert 


3) 


dx 


/dx         Ä 

0 


Aus  der  Reductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sicli  für  a  :=  1, 
6  =  —  1,  n  =  1 


s  +  m  J 


8  ■{-  m 

führt  man  die  Grenzen  o;  =  1,  o;  =  0  ein  und  setzt  vorans,   dass 

m  —  1  und  s  -f-  1  positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 
1  1 

J  -       8  -Y  m  J 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Formel  (m  —  l)mal  nach 

einander  anwenden;  dies  giebt 

1 


/ 


ic^"~^(l  —  xfdx 


m  —  1       m  —  2 


X 

«4-27 


6  ■\-  m  a  •\-  m  —  1       «4-3«  + 
Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 

=  -  j^  (1  _  »)•  +  1  +  Cümrf. 

daraus  folgt,  weil  6  -)-  1  als  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

1 

(1  •^xydx=     ^ 


/< 


«  + 1 

0 

Substituirt  man  dies  und  nimmt  s  -l"  1  =  ^9  so  gelangt  man  zu 

dem  Besultate 
1 

a  (a  4-  1)  •••(«  +  »»—  1) 

Aus  der  vorhin  benutzten  Beductionsformel  erhält  man  femer 
fEira  =  l,  b  =  —  1,  w  =  2,  «  =  —  | 

a;*»— 1  dx 

Vi  —«2 


4)/. 


9» 


—  g*   ,    m  —  2    C  al^-*dx 

1     "^  w  - 1  y  V 1  _  X»* 
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Schreibt  man  m  f^  m  —  1   und   führt  die  Grenzen  OP  =  1   und 
X  =  0  ein,  so  wird  einfacher 

/x"^äx     m  —  1   r  x^-^dx 
Vi  —  a?»  ~  '  ^     J  Vi  —  a?«' 

0  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

h      äx       _n     ^    Tax      _, 

0  0 

and  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

r     TS^äx  1  .  3  .  5  .     .  (w  —  1)  Ä     ,  ,  ^     ' 

*^  J  VT^T^  ^       2.4.6....«,       2'  (•"  ««"*«>' 


0 

1 


r    sd^dx  2  .  4  .  6  .  .  .  (m  —  1)   ,  ,. 

^^  J  VT^7  ^       8.5.7....«,     •  (♦»  ""«f""**^)- 

0 

Wir  machen  ferner  Gebrauch  von  der  Beductionsformel 

I  af^e"^*  dx  = 1-  "~  /  ^'^e'^^'dx 

und  führen  die  Grenzen  o?  =  oo  und  o;  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
Product  x^er^*  sowohl  für  a;  =  oo  als  für  a?  ^  0,  und  daher  wird 

aj"»e~«*(fa?  =  —  /  x^-^e-^'^dx. 

0  ü 

Bei  ganzen  positiven  m  führt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 

/oo 
€r^*dx  =  —,  a>0 

0 

und  daher  wird 

/**            ^          1.2.3...m       ^^ 
8)  /  ^er-^dx  = ^^^ ,  a>0. 

Die  Fundamentalformel  8)  in  §.65  liefert  durch  Einführung  der 
Grenzen  m  =  ^  sr  und  u  =  0 

du  n 


«         7'. 


^cos^w  +  ß'^sin^u        2  aß 

0 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formeln 

■^^cosßudu  = '^^a  ^  ß2 ^         + 

und  nehmen  erst  u  =  co  dann  u  =  0.     Unter  der  VorauBJ 
dass  a  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  versc} 
die  Producte  e^^^cosßu  und  e~^^sinßu  für  w=  oo, 
bleibt 


10) 


11) 


Je^'"'co8ßudu  =  -j-~i,  «>0, 

/OD 
e-««sm^«*(i«=^^--|-^jj,  a>0. 


§.  90. 
Fundamentaleigensohaften  bestimmter  Integrale 

I.   Behält  die  Function /(o;)  innerhalb   des  Intervalles 
bis  X  =  h  dasselbe   Vorzeichen,    so   kommt  letzteres   den  * 

f{o)^f{<^  +•  *i)>  •  •  •/(»  +•*!+••  +  *n-i)  gemeinschaf 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geoi 
heisst  dies,  eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchat 
tiven  Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fl&che. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  ai 
Ausdruck  von  der  Form 

f{x)  =  A(p{x)-^  Btix) 
an,   so   entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  welches 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nfti 

b  b  b 

1)      f{A(p{x)  +  B'^{x)} dx  =  A  jfp{x)dx  +  B  /**(») 

Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung  3)  des  vorige 
graphen,  wenn 

r<p(x)dx  =  <l>(x)  f  Gl ,     filj{x)dx  =  W{x)  +  C 

gesetzt  wird. 
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Aus  daa  beidfln  Torigien  Bemcikirngm  wanmmmk  iblgi  mn 
blofig  gebmiciiter  Sati.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 

7(s)(f« 


ß 


^  /(r)  ein  Prodoct  swder  stetigen  Functionen  (p(x)  und  ip(x), 
deren  erste  inneibslb  des  Intenralles  abis6fars  =  a  ihren  grössten 
^d  fär  x=^ß  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  for  jenes 
Intervall  qf(a)  —  qf{z)  positiv,  qf(ß)  —  q>(z)  negativ,  ferner,  wenn 
i>{x)  Yon  a  bis  6  positiv  bleibt,  sndi  [g>{a)  —  9>(x)]lp(x)  posiÜT, 
^egen  [g>(ß)  —  9>(^)]  lP(^)  negativ.     Nadi  dem  Obigen  ist  nun 

r  * 

/  [^(a)—  9(x)]*(«)d« positiv;  /  lg>(ß)  —  q>ix)]t(x)dx  negativ; 
dorch  Integration  der  einseinen  Theile  giebt  dies 
2)       fp(a)Jtl,(x)d£  >Jv(^)tix)dx>ip(ß)Jtix)dx. 

a  a  a 

Will  man  ans  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
*^^^  man  in  dem  Ausdrucke 


^16  wiUkührliche  (xrösse  |  das  Intervall  a  bis  5  durchlaufen  und  bo- 
mbte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

h 

q>{x)if{x)dx 


/< 


^d;  wegen  der  Stetigkeit  von  ^(l)  muss  es  daher  einen  swisohen 
^  und  b  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  §  können  wir  mit  a  +  %'Q>  —  a) 
bezeichnen,  wo  O*  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
^e  Gleichung 

b  b 

3)  j(p{x)^{x)dx  =  (p[a  +  '9'(ft  —  a)l  f  if(x)dx. 

QDd  zwar  unter  der  Determination,  dass  g){x)  stetig  und  ilf(x)  stetig 


2 
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und  zugleich  positiv  bleibt  von  o;  =  a  bis  o;  =^  &.  BeispielBweise 
ist  nach  diesem  Satze 

In 

sinx  .  x^-^  dx  =  sun—r-  •  -* — 

4  m 

u 

woraus  u.  A.  folgt ,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  anendlich 
wachsende  m  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 
nicht  so  leicht  finden  wüi'de. 

Nimmt  man  einfach  ^(jc)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 

b 

4)  fip(x)dx  =  (6  —  a)q)ia  +  «•(&  —  a)]; 

die  geometrische  Beutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2). 
IL  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  bestimm- 
ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erkÜarende 
Gleichung :  « 

b  e  e 

5)  ff(.^)dx  +ff(x)dx  =J'/(x)d(S 

a  b  a 

und  umgekehrt 

e  e  b 

ff(x)dx  —  ff{x)dx  =r/(x)dx. 

a  b  a . 

Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt«^  dass  Jederzeit 

ff(x)dx  =  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  « 

6)  Jf{x)  dx  =  -Jf{x)  dx, 

a  b 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschafben  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  veirifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.     Nach 
Nro.  Ö)  hat  man 

Jf{x)dx  =Jf{x)dx  +Jf(x)dx^, 


bestimmter  Integrale.  417 

entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  Öi  =2  d^  •    ,  =  du  =  d  setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

J  r=  -^  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung   bildet   den 

Grenzwerth  von: 


+ /Ö*  —  y  +  n  —  lS)d 

+/(f*  +  y)»+/ö*  +  y-ci)«+/(fi  +  y-2ö>«  + 

+  /(f^  +  y  —  »*—  1  *)*» 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.     Ist  nun  f^  jedes  | 

7)  /Öt-I)  =/((*  +  !), 

BO  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 

f«.+y  ff 

8)  ff{x)dx  =  2  /  f(x) dx. 

i"-y  f*-y 

Ist  dagegen 

9)  /(^-|)  =  -/0t  f  I), 

BO   heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 


10) 


/f+y 

/  f{x)  dx  =  0. 


A*-y 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende: 
wenn  /(fi  —  1)  =r/(ft-|-D,  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
ans  zwei  congmenten  Theilen  von  gleicher  Lage  C^und  DN^  Fig.  71, 
wo  OM  =  fi  und  ilJf  =  y.  Die  Fläche  ABB  NC  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC-,  wenn  dagegen  fQi  —  |) 
=  —  fQi  -f-  D,  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entg^engesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 

Fig.  71.  Fifif   72. 


jBJKfD  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMBB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 

Bchlömilehf  AaslyaiB.  Yi 
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/  sin^xdx  =21  sin^xäsc^ 


ebenso,  dass 


sein  rnuBs,  femer  bei  ganzen  und  positiven  n; 

1^ 


cos^xdx  =  2   /  coa^x 


dx 


/  cos'"~^ «?(!«=;=  0,  I  sin^^''^xdx=0, 


~ln 


in.  Hier  ist  zugleicb  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  l 
ten  Integrales 


/ 


f(x)dx 


für    den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function /(a;)  innerhalb 
tegrationsintervalles    eine  Unterbrechung    der  Continuität 
Tritt    eine  solche  ein  für  o;  =  x,  wo  b^x^a,  so  kann  n 
Nro.  5)  die  Zerlegung 

b  x—o  h 

Jf{x)dx  =  ff{x)dx  +  ffix)dx 

a  a  «  +  0 

jPig,  73.  vornehmen,  die  geometrisch  l 

'    dass  die  über  der  Strecke  AB- 

(Fig.  73)  stehende  Fläche  AJB 

•     aus  zwei  Theilen  AKLC  und  . 

zusammengesetzt  ist,  und  dass 

/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  de 

und  KM  =  f{%  +  0)  die  ersi 

nate  des  zweiten  Stückes  sein  so 

der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 

b  x—e  h 

Jf(x)dx  =  Um\Jf{x)dx  +  ff(x)dx  j, 

wenn  man  unter  d  und  s  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  i 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

ff(x)dx  =  F(x)  +  Const. 


0- 


K 
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ausführen,  so  wird  in  diesem  Falle 

also  gilt  dann  die  Gleichnng  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf im  Oegentheil  einer  Gorrection.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

dx  1.1 


/ 


(l—x)^        1  —  2        1—0 


saisen  sn  wollen ,  ohne  zu  beachten ,  dass  die  Function  yz r;»  ^ 

•  (1  —  xy 

*  =  1  discontinuirlich  wird ;  der  wahre  Werth  ist 

Tr2~rrö--^"'!i-(Ua)-i-a-J=-^+'' 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 


b 


0 


n  BAhmoit  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 
^e;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  o;  =  0  eine  Unterbrechung 

X 

der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 
h 

'^dx=lh'--l('-h)  —  IAm  h(0  +  «)  —  l{0  —  a)| 

Da  i  und  b  auf  beliQ}>ige  Weise  in  Kuli  übergeführt  werden  dürfen, 
la  ist  -T-  eine  unbestimmte  Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 

0 

hiegrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  €  und  S  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  DifiFerenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  oo  —  oo  immer  den  Charakter 
dar  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  £  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 
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/ 


—  =ll(x^)  +  Const. 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Di£ferentiation  als  richtig  ausweist 


ß 


§.  91. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Yariabele  durch  Substitution  einfuhren,  nur  sind 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  au  beachten.  Setzt 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

a 

^(x)  ==  y,  so   erhält  man  wie  früher  (in  §.   66,  III.)  rc  ==  ^(y), 
dx  =  ^'(y)dy\  ist  nun  x  =  a  geworden,  so  hat  y  denWerth  g>(a) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  :=  h  entspricht  auf    \ 
gleiche  Weise  y  ■=  (p{b)  und  man  hat  daher  i 

b  W{b)  I 

1)  ff[9(^)]  dx  =JM^(2däy, 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausföhren  lässt ,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dassman,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  ^  =  9>(a;) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  für  q)(x)  =  hx  +  fc 

V  bh  +  k 

2)  ff(hx  4-  K)  dx  =  \fmdr, 

a  ah-^k 

specieller  für  a  ==  0  und  b  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

h  +  k  1 

Jf(y)dy  =  hjf(hx  +  k)dx,  U^ 

oder,  wenn  k  =  a,  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird:  i 

3)  ff(y)äy  =  (ß-a)ff[a  +  iß^cc)x'ldx, 

*'  '-^  4 1. 

ß  0  'H( 
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wodurch   ein  Integral  mit  beliebigen   Grenzen  auf  ein  anderes  mii 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.     Setzt  man  weiter 

X  =  -— 1 — ,  also  e  = 


so  erh&lt  man  zunächst 

/[.+tf-.,.]..=/(i±£f)^, 

wenn  femer  x  =  0  und  x  =  l  geworden  ist,  so  hat  e  die  Werthe 
g  z=z  0  und  jBT  =  ^  =:  00  angenommen*;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  .Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und  00  verschaflfen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale 


Mt)]'- 


0 


l( — j  =  aj,  mithin  z  =  e~*,  eljer  =  —  e~^dx^  so  geht  dasselbe 
über  in 

den  Werth  des  letzteren* Integrales  kennt  man  aus  §.  89,  Formel  8) 
für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a  ^  0  ist,  daher 

0 

Hit  Hülfe  der  Substitution  sinu  =^  x,  u  =  aresin x^  du  — 
d»  :  Vi  —  iB»  erhält  man 

x^dx 


y*  P    x^ dx 


M  80  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(§•  89,  Nro.  5  XL  6).     Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


j 


\% 


cos^  V  dVf 
^^  die  Substitution  V  =  \n  —  w  zeigt. 
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Eine  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  (p(x)  =  y,  nacb 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  n&mlidi  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  f&r  x  genommen 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegen 
geometrisch,  n&mlich  y  ^=q)(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeof 
tet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  frfiher  die 
Abscisse ,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  b^den 
Goordinaten  sein,  die  Gurve  also  gewissermaassen  über  der  Ordioft* 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.  Ob 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprechen, 
das  h&ngt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  dieselbe 
von  x  =  ahiB  X  =  h  nur  steigt  oder  nur  fällt,  also  9>'(x) sein Y(n^ 
zeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues jf« 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  eii)  einziges  x;  es  ezistirt  in  dieiem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y=q>(x)t  und  dieie  i 
Umkehrung  o;  =  V'(^)   ist   die  in   der  Formel   1)  vorkommesd&  : 

Fig.  74.  Wenn  dagegen  die  Curve  ys= 

q>{x)  innerhalb  des  Intervallei 
jD  =  a  bis  a;  =^  b  ein  HarimmD 
oder  ein  Minimum  hat,  welcbes 
für  o;  =  I  eintreten  Aiöge,  so  &i' 
den  sich  über  a;  =  £  hinaus  die 
früheren  Ordinaten  wenigstem 
-  zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Figur 
74,  für  OjF=|,  OM=x,  OÄ 
=  0^,  die  zu  x<C^  gehörende  Ordinate  MF  =  y  gleich  der  iti 
^1  ^  £  gehörenden  Ordinate  Mi  Pi ;  umgekehrt  giebt  es  also  flr 
ON'=^y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  =  x^  NPi  =  ^» 
die  wir  durch  V^(^) und x(^) unterscheiden  wollen;  von  diesen  b^^ 
Umkehrungen  x  =  if(]f)  und  x  =  x(ff)  ist  die  erste  da  zu  nehmet 
wo  x^^  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  x'^i^ 
soll.    Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 

Jf[fp{x)'\dx  =Jflq>(x)]dx  + //[9)(Ä)]d«, 

a  a  i 

80  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  :i?<C|,  im  zweiten  :p>v' 
also  dort  a;  =  ^(y),  hier  a?  =  %(y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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Gans  Ithnlich  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  X  =^  a 
und  X  =  h  mehrere  Maxim a  nnd  Minima,  mithin  auch  mehrere 
Umkehrungen  stattfinden;  sind  £i>  Isi  •  •  •  in  die  Werthe  von  x,  für 
welche  jene  'Mazima  und  Minima  eintreten ,  so  zerlegt  man  das  ur- 
sprüngliche Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  x  =  a  bis  x  =  ^i, 
^  =  £i  bis  rc  =  £9  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  9>(^)»  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  (p(x)  =  x^  -^  2rx,  a  =  —  00 ,  b  =  +  00 ,  so  tritt 
oin  Maximum  ein  für  n;  =  —  r  und  aus  a;^  +  2rx=ff  folgen  die 
beiden  Werthe 

a?  =  —  r  —  Vr»+y,  x=  —  r  +  Vr^  +  y, 
▼on  welchen  der  erste  <^  —  r,  der  zweite  >  —  r  ist;  nach  diesen 
Bemerkungen  hat  man 


ß 


f(x^  +  2  rx)  dx 


—  «0 

—  r 


=  ff(x^  +  2rx)dx  +  rf(x^  +  2rx)dx 


—  CO  — r 


+  00  — r* 

^d  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrations- 
Ei^nzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
^rd,  so  iist 


//(*«  +  2  r(c)dx  =  //(y)  , ;  f , 


^ir  y  =z  r^  (e^  —  1)  erhält  man  noch : 

^)  //(«'  +  2rx)dx  =  2r  ff[r^ {z^  —  1)] de. 

. —  OD  0 

Es  sei  zweitens  (p{x)  =ya?-j ,  a  =  0,   l>=oo,   so  tritt 

^r  o;  =  ^  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 
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0 

VI. 

Y    Y 

et 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleicliuug  yx  •] =  y  sind: 

*  ~  2y  [y— Vy»— 4ayJ,  «  =  —  [^y  +  Vy»— 4ayJ, 
und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 


ß{"  +f ) 


dx 


2V  tt' 

ß" 


_oo 


00 


ivay 
oder  nach  gehöriger  Reduction: 

Nehmen  wir  weiter  Y  y^  —  4ay  =  ;ef,  so  ergiebt  sich  noch: 

eo  00 

6)  ff(yx  +  ^yx  =  jJfiViay+e*)  dg. 

0  0 

Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeln 
ableiten;  für  f{u)  =  F  (jTT")  folgt  z.  B.: 

für/(w)  =  JF'(t*«—  2  ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nrq.  6) 

8)  Jf  (y^x^  +  ^yx  =  yfF{2  ay  +  0^)  dg, 

0  0 

und  wenn  man  a^  =  a,  ß^  =  h,  x^  =  u,  0^  z=  i  setzt : 
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0  0  • 

endlich  ftp  F(z)  =  (p  (rT~): 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Um  wandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  92. 
Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

h 


ß 


f{x)dx 

geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
X  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  h,  der  Natur  der 
Function  f{x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhängig 
ist.  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich ,  so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  diffe- 
renziren. 

Aendert  sich  h  allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales: 

Jf{x)dx^Jf{x)dx 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  ^h  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  d  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Kro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  /dh  =r  ^„4.1  zu 
setzen;  man  hat  dann  für  verschwindende  di,  $2»  •  •  •  •  ^«i  nnd 
ön+i  =  db: 
b 

7(«) dx  =  f(a)  ö,  +  f(a  +  «,)«»+  /(«  +  «1  +  S,)  «3  f 

+/(«  +  «, +  «,+•• +  5,_,)Ä, 


fr 

ß 


•  •  • 
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b  +  db 

ff{x)di  =  /(a)  «,  +  /(a  +  d, )«,  4-/(a  +  «,+«,)»,+•••  • 

«  •  •  •  •  +/(»  +  *i  +  *»  +  -  +*— i)  «!. 

+/(«  4-  *i  +  «*  +  ••  +»-)«-+•. 

mitbin  durch  Subtraction,  Division  mit  dh  =^9,^1  und  wdl  8i-\-  o^-\- 

H  *«  +  ^«+1  =  6  —  o  +  d&inb  —  o  flbergeht, 

i  • 

dff{x)dx 

1)  "      dl,  =-^^)- 

Dieses  Besultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialqaotient 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 


Jmdx  =  -  Jf{s)dx 


b 
ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf  o, 

welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

2)  ..±-^^—  =  «/(a). 

Enthält  die  Function /(o;)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Gon- 
stante  r,  in  welchem  Falle  wir  f(x,r)  fur/(x)  schreiben,  und  sind 
ausserdem  a  und  b  Yon  r  unabhängig,  so  hat  man  die  Gleichong 

b  b 

ff(x,r  +  ^r)dx  -ffi^f  r)dx         ^ 

^r  -J j-r ^"^ 

a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

/(r  +  h)  =f(r)  +  hfr(r)  +  J  h^ß(r  +  sh) 

0<6<1 

für  A  =  ^r  anwenden  und  giebt 

6  b 

JfiP^^  r  +  ^r)dx  —  j f{x,t)dx 


b 


^f/M  r)dx-\-\  ^fpr  (*,  r  +  « ..ir)  dx. 
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Ist  nun  bei  unendlich  abnehmenden  /Ir 

3)  Um  I /If  Cf;{x, r  +  sdr) dx\=0, 

BO  folgt  ans  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
Tersch windende  ^/r 

h 

a 

Die  in  Nro.  8}  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
wenn  a  und  b  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig /!.'(a;,r) 
von  0?  =  a  bis  a;  =  b  nur  endliche  Werthe  hat.  Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 

b 

yr(x,r  +  s^r)dx  =  (5  —  a)f;(a  +  'Ö' [b  —  a],  r  +  sJr), 


ß 


'las  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
^r  multiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
^r  gegen  die  Grenze  Null.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
ders untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erfüllt  ist. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
fi^)  und  zugleich  in  a  und  h  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
l«i  de^  för  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
dreier  Yariabelen  o,  5,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz. 

^Q  abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Differentialrech- 
nung 

dW_dW     da       dW     dh       dW 
dr  ~  da    '  dr^    dh    '  dr '^    dr  ' 


^i  sie  giebt  in  unserem  Falle 

6 

dJW 
dr 


b 


oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differential- 
quoti^ten  kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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5) 


Drjf(x,r)di 


• 


=  /  [I>rAx^r)]dx  +/(t,r)  .  Drh-f(a,r)  .  DrO, 


wobei  vorausgesetzt  ist,    dass    die   Bedingnngsgleichung    8)  statU 
findet  ^ 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich ,  wenn  man  sich  y  =  /(x,  r) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fig,  76. 


die  über  der  Strecke  h  —  a = ÄB^ 
Fig.  75,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ÄBD  C  denkt.  Aen- 
dert  sich  n&mlich  r  in/(^,f)  al- 
lein, so  erh&lt  man  eine  ähnliche 
Curve  von  anderem  Parameter, 
und  die  Fläche  AB  DG  nimmt  • 
um  den  Streifen  CDFE  zu,  wel- 
cher durch 

h 

f[Drf(»,r).dr]d» 

a 

ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  b  wächst  die 
Fläche  um  jBjBiA-D  =/(5,r)  .  D^b  .  dr,  und  durch  Aenderung  des 
a  vermindert  sie  sich  um  AA\C\C  =^  /(p^t)  .  D^a  .  dt.  Di^ 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  h  und  a  verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  AiBiFiEi,  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
DDiFiFrOCiEiE,  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  man 

A^BiFiEi  —  ABDG=  CDFE  +  BBiDiD  —  AAiCiCi 
aus    diesem  Differential  der  Fläche  AB  DO  ergiebt  sich  derselbe 
Differentialquotient  wie  oben. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Differentiation  in  Beziehuig  ^^ 
einen  Parameter  r  oder  die  sogenannte  Variation  eines  Paramet6i% 
um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  neue  Integrale  berso' 
leiten. 

Differenzirt  man  z.  B.  die  Gleichung 

1 

er  —  1 


f 


e^dx^sz 
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in  Beziheimg  auf  r  and  beachtet,  dass  linker  Hand 

von  «  =:  0  bis  «  =  1  endlich  bleibt,  so  gelangt  man  (ohne  An- 
wendung einer  sonst  nöthigen  Rednctionsformel)  zn  der  neuen 
Gleichung 


/ 


^e  nim  wiedemm  nach  r  differenzirt  werden  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendBs.    Setzt  man  in  der  Gleichnng 

da  n 


j 


In 


a*cos*a  +  ß*sin*m        2aß 

V 

^^  =:  r  und  dififerenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 


/ 


^n 
a" 


da  n        1 


*^ixial  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
l^ö.lt  man 


i» 


cö5^"a)efo 


cos^G)  4-/8asiw^cj)»  +  i 


(—  ly  1  .  2  .  3  .  .  .  n  /  — 

J  (r 

_  iL  /_  Un  1  '  3  .  5  .  .  .  (2  n  —  1)       1 
~2ß^      ^^  2»  r^Yr 

'^d  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 

7\    r cos^^ada 1.3.5...(2n  —  1)        « 

J  {a^cos^a  4-  /32sm»(D)«  +  i  ~  2.4.6....    (2w)      2a2n  +  i^* 

-^^ese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß^ 
^^erenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient  dasselbe  Verfahren  in  umgekehrter 
^eise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.     Ist  nämlich   W  der 

d  W 
^^ibekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass 

dr 
®iii  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  V  bekannt  ist;  man 


430  Gap.  XV.  §.  92.    Die  Differentialquotienten 

findet  dann  TT  =  yFrfr.      Ein   Btispiel  hierzu    fiefert    die    An- 
nahme 

— dx,r>0. 

X 

§ 
Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wir 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 


dr 


p 

§ 

0 

=  1  —  1  ^r  Ixe-^^^^'^'dx 
r        2       J 


§ 

der  letzte*  Ausdruck  sieh  bei  Terschwindenden  ^r  gestaltet.  Giebt 
man  dem  b  seinen  kleinsten  und  grossten  Werth,  so  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Int^prales  weniger  be- 
tragt als 

1 

75-' 

dagegen  mehr  als 


/  xc^'äx  = 


/ 


xe-^^^^^'dx  = 


{r-k-JÜr)^^ 


hieraus  folgt 


Um  \  ^r  fse-<r^^^^*ds\  =  0. 


dW  _  1 
dt         r  * 
Dureh  Int^gratioü  erhl^  man 

lF=?r  +  CSmisI., 
und  hm  bestimmt  sidi  die  Intcgratioaflccaaiaile  wm  derBemeilning, 
dase  (uaA  Nro.  a)  >F  =  0  werdttt  mm»  fitar  r  =  1;  es  ist  dahor 
C^ma.  =  0,  W  =  tr  i  k 

9)  /  ^ dm  «s  ?r»  r 


/^ 


10) 


beBÜmmter  IniegrJile.  4SI 

Nadi  duMeJbeD  Ter&liren  aUlt  aan 

/^<^-'>'-^^'  +  '""^x=r(lr-l)  +  l.  r>a 


§.  93. 
VerwmdtiEiii:  ^on  bnaliiimiten  Intograten  In  Beihen, 

Wie  bei  «alieitniimteii,  ao  benntst  man  auch  bei  bwtimmteii 
Integralai  imeDdliGlie  Baben  zur  Berecbnimg  der  Integral  weiibe; 
dabei  bat  nun  wiederum  m  berädnichtigeB,  daas  die  Formd 
*  *  •  » 

«  «  «  « 

Hiebt  obne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Rmbe  ins 
ünendlidie  fortgebt;  man  mnss  daber  die  R^be  «Pst  als  endlicbe 
nehmen,  ibren  Best  binzolügen  und  scbliesslicb  nntersneben,  ob  das 
Bestintegral  sieb  der  Grense  Nnll  n&bert,  wenn  die  Aniabl  der  Bei* 
benglieder  nnendlicb  wäcbst  (vergL  §.  67,  IL).  Eanige  B^spde  mö* 
gen  dies  leigen. 

a.    Das  sn  berecbnende  Integral  sei 

-^dx 


J    1  + 


0         +- 


Wollte  man  gendesa 

^-i-^  =  1  _  «  +  X«  -  ««  + ...  +  (-1)— '«— »  +  tl^ 

setzen,  so  wQrde  ein  onbrancbbares  Besnltat  von  der  Form  U^=^  -|~  ^ 
—  00  -)-  00  —  OD  -f-  etc,  zum  Yorscbein  kommen;  man  moss  daber 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vomebmen.    Nun  ist 


_  Cxh-^dx        fxf^-^dx 
J   l  +  X    ^J    1  +  «  ' 


0  1 

im  ersten  Integrale  scbreiben  wir  y  für  jC,  wodurcb  sieb  dasselbe 
nicbt  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 
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und  erhalten  statt  jenes  Integrales 

J  yi'(if+i)      "^  7  1  +  y' 

1  0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 
Hier  lässt  sich  die  Reihenentwickelung 

^-^  =  1   _  y  ^-  y»  _  y»   ^-  ...  -j.  (_  1)«-1  y-l  +  ^li^ 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben,  endliche  Werthe 
sobald  die  Grössen 

fi,  /*  4-  1»        f*  +  2, |i*  +  w  —  1, 

—  fi+1,  — /i  +  2,  — f*  +  3, (i  +  n, 

positiv   sind,  d.  h.  wenn  ^i  zwischen  0  und  1  liegt.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich 

111  i 

er  =  —  —  —^ —  +  —4 +  (—  1)"-^ 


ft         l+/i'24-|i*  ^»— l  +  ft 


1-— fi      2— fi'3  —  |[i  ^  n  —  fi 

oder  auch  durch  Zusammenziehung  von  je  zwei  Brüchen 

fi  ^  12  — ^«        2«— fi^^  ^^       ^    (n— 1)«  — fi« 

1 

Man  bemerkt  leicht,  dass  y^  +  y^""^  immer  zwischen  0  und  2  ent- 
halten ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mehr 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

1  1 


'/^." 


2 

mithin  weniger  als  —  (vergl,  §•  90  Formel  2).     Lfisst  man  daher 

in  der  Gleichung 


Int^nlen  in  Rdhen. 
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u-(-  ir 


— 1 


^-(-.)-/ä=i±r^V-. 


+  y 


— 1 tl EI L -I-   ( —  1)«  ^ 

die  Zalü  n  imaidlidi  wachsen,  8o  eriiilt  man  for  ü*  die  Entwickeliuig 

I*  ^  1«  —  I*«        2«  —  fi«  ^  3«  —  fi« 

Die  TOiliegeDde  Reihe  ist  sommirbar  nach  Formdi  6)  in  §.  50;  sn- 
folge  der  nnpron^dien  Bedeotong  Ton  U  und  des  nachher  gefon- 
denen  Werthes  hat  man 


1) 


oder  andi  fOr  o;  =  t*  =  tofi'd  und  2fi  —  1  =  A 

m  1 


1. 


b.    Versteht  man  nnter  p  eine  ganze  positive  Zahl  ;>  0  and 


setzt 


—  r  ^^^ 

0 


so  hat  man  identisch 


_  r    1 1_ !_  1    ] 


^e-^'dg. 


0 

Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen,  dass  der  Quotient  g  :  (e* —  1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 

1  .  2  ...  (p  —  1) 


0 


jgp-lg^nt^g  = 


nP 


BehlOmileli,  ÄjastysiB,  L 


«^a 
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Versteht  man  unter  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
ßruch,  80  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (i)  —  1) 


F-p 


nP 


[4         *i 
i?+r  4-  2Hn-  +  grrr  +  •  •  •  +  ^^rnj 

schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n  und  constant 
bleibenden  p 

oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 

00 

^)  /  gf  _^i  =  1.2.3..  .jpSp  +  i,  p>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p  =  2q  —  1  lässt  sich  8-2  q  durch 
die  Bernoulli^scheZahlJ?29—i  ausdrücken  (§.  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 

^  J    e'—  1   ~  2q 

0  * 

oder  auch  wenn  man  statt  ß'  eine  neue  Variabele  r  mittelst  der  Sub- 
stitution ^  =  2Är  einführt, 

f^t^^-^dt    ^  B,q-i 
c.    Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

0 

Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 


w 

0 


=  /  je-'  +  e-"  H +  e-"  +  y— 37    sinßgdg 


/32   -h    12      '      /t^2   +    2»       '  '       ^»   +   ||1 


II« 


^^ 


rfjer; 


«nthalten,  nnd  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichnng  Bcbreiben 

jrr         ß9^  ß  ,  ß  .  ,  ß 

•^         n   ~  ^»  4-  1>  "^  /J»  +  2«  ■"  "■"  /J»  +  n«* 

-!<(>< +1. 
Durch  üebergang  snr  Grenze  f&r  unendlich  wachsende  n  vird  hiei- 
ans 

W=        ^         I    _ä__  +  _J_  + 

/J»  4-  1»  ^  /3«  -I-  2*  ^  /S»  +  3»  ^ 

d.  i.  nach  Formel  6)  in  §.  59 

0 

Setzt  man  noch 
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das  Prodnct 

0       sinße 
^—  1  "^7" 
liegt  immer  zwischen  -(-  1  ^u^d  —  1,  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen 


+  /V"'  d5  =  +  -  und  —  /  e-«'  rfj»  =  —  - 


SO  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 


§ 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

00 


/l  —  cosat  dt        1,1  (,^,  ^v       ,   ) 

0 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
verificiren  lässt 


28' 
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§.  94. 
Beihensummirungen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ausdruck  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünschten 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  Ton 
Vorthcil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  zu 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren  : 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 

(6  — a!)»-i        ^,_u.  V 

so  ergiebt  sich 

dx  1  .  2  . .  .  (»  —  1)  •'     '"' 

mithin  umgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst^=&,  dann  a;=a 

und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von  ^(o;).  Ist  nuiiy(")(fl;) 

endlich  und  stetig  von  o;  =  a  bis  d;  =  &,  so  ist  es  auch  das  Pro« 

duct  (6  —  a?)»-i/»>(a?),  und  die  DiflFerenz  ^(6)  —  *(a)  besitzt  dann 

denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

b 

(b  —  r»)»-! 


ß. 


/«>(«)  da?; 


1     2  ...  (n  —  1) 
vermöge  der  Bedeutung  von  ^(x)  erhalten  wir 

b 


•  •  • 


oder 


1  .  2...(n-l)-'  ^^       7  1.2...(n— l/    ^^ 


•  •    •    • 
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^  1  .  2...(n-l)-^        ^^ 

a 

Setzen  wir  h  —  a  ==:  h  und  schreiben  u  für  a?,  so  haben  wir 
2)/(a)  + A/(„)  +  JLf'^a)  + +  _i^;^/-«(„) 

^/       .     .  ^  r  («  +  Ä  —  W)*~**      w  ^  ,   N  , 


a 


und  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Summenformel  für  die  n  ersten 
Glieder  der  Tafylor 'sehen  Beihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
der  Gleichung  2)  ^ 

3)  /(p  +  Ä)  =f(x)  +  A  f(x)  4-  j^/'(a')  + 

WO  Bn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

Durch  Substitution  von  u  =  x  -}-  v,  du  =  dv  erhält  letzterer  die 
Form 

0 

und  daraus  wird  für  v  =  Ate; 

1 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  n;  für  h^ 
80  erhält  man 

7)  Ax)  =/(0)  +  -^^  «  +  -^  o;^  + 


1  .  2  ...  (n  —  1) 


•  •  •  •  +  ^ — s T"^ — 7\  ^~^  +  -Bi 


nt 
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wobei  der  Rest  Bh  unter  folgenden  Formen  dargestellt  werden  kann 

X 
0  ^ 

1 
^>  «•  =  1.2.Mn^  A  -l.)-/<-)(.«.).lt.. 

Wendet  man  auf  das  hier  vorkommende  Integral  die  Formel  3) 
S.  415  an,  indem  man  in  letzterer  iv  für  x  und  nachher  (p(tD) 
=  /(♦»>  (a?w),  ^(w)  =  (1  — wy~^  setzt,  so  gelangt  man  zu  derselben 
Restformel,  welche  sich  aus  Nro.  5)  S.  207  durch  die  Specialisirung 
^  (w)  =  j»"  —  (x  —  wy  ergiebt. 

II.     In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

U=Jf(x)äx 

a 

mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  7)  und  9),  wenn 

f(x)dx  =  F(x),        Ä  =      "~  ^ 


ß 


n 

gesetzt  wird, 


/ 


b 

f(x)  äx 


384 


(>[/'"(«+ 1) -/"(!)] 


oder  für  n  +  l  =-  p  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  . .  -I-  /(p) 


(«-P) 


=Jf{x)dx  -ff{x)dx  4r  lf(p)  -  1/(1) 

+  h'iP)/  -  Ä/(l)  -  ikiQf"'(P)  +  ,i-p/"'(l). 


=  Ä[|/(«)  +/(»+Ä)  +/(a+2Ä)  +  •••+/<«+»  -  1 Ä)  +|/(o+nA)] 
-f»A'[/'(a  +  »Ä)  - /(«)]  +  ^Qh'ir'ia  +  «Ä)  - /'"(«)]; 
darin   bezeichnet  Q  einen  positiven  echten  Bruch.     Nimmt  man  in 
dieser  Formel  a  =  Ä  =  1  mithin  5  =  n  -|-  1  und  addirt  beider- 
seits |/(n  +  1),  so  hat  man 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  ...+/(»  +  !)  j 

n+1  ' 

=ff(x)dx  +  ![/(«  +  1)  -  /(!)]  +  Uf(n  +  1)  -  /(!)] 
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Fasst  man  die  Yonp  unabhängigen  Ausdrücke  zu  einer  Gonstanten  0 
zusammen,  so  hat  man 

10)  /(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  . .  +  f(jp) 

i> 

=  C  +Jf(x)dx  +  Ifijp)  +  ^,f(p)  -  ,-iiP/"(p). 

Dabei  müssen  /(x),  f[x),  f{x),  f'{x\f^{x)  endlich  und  stetig 
bleiben  von  o;  =  1  bis  o;  =  p;  die  letzte  Function  darf  innerhalb 
desselben  Intervalles  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  der  echte 
BmcH  (f  ist  immer  positiv. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Sommirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.    Mit  der  Annahme /(o;)  =  —  genügt  man  den  angegebenen 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  o?  ^  1 ;  femer  ist 

mithin 


2i>         12i>^    •    64i)* 

Um  die  Constante  (7,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben 
musSy  zu  bestimmen ,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen 
zur  Grenze  fär  unendlich  wachsende  p  über;  es  wird  dann. 

12)  iÄ»  jl  -I-  1  +  1+  .  .  .  +  i  -  ii)}  =  0. 

IMese  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 
a?  —  Z(l  +  a?)  =  \x^  —  1^^  +  i«*  — 

n  —  1  n 

benutzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen   . 

^  =  "'  (1  +  %xY  =  * 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  B  zwischen  0 
und  1  enthalten  ist.     Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  o?  =  1,  |, 

|,  •  •  •  — ,  80  erhält  man 
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wobei  «1 ,  fj ,  •  '  •  f n  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichnen. 
Zufolge  dieses  Umstandes  liefj^  die  letzte  Summe  zwischen  Null  und 

sie  bildet  also  einen  Bruchtheil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  man 
^{P  +  1)  in  Zj)  +  M  1  +  — )  und  geht  zur  Grenze  für  unendlich 
wachsende  p  über,  so  wird 

G  =  \S'i  —  \Sz  4-*''H — 7-  Sn-i  H —  S„, 

n  —  i  n 

,  und  für  unendliche  n 

13)  G  =  \S^  -  \S,  -\- \8i ; 

dabei  haben  S2»  Sit  8^^  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Reihe  wird  rascher  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0=l-/2-|  +  »-| 

vereinigt,  nämlich 

14)  (7=1  -  ?2  +  i(S2-l)-i(S3-  1)  + 

und  hieraus  findet  man 

G  —  0,5772156649  •  • .. 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beisplelsweis  |?  =  1000,  so  wird 
der  Rest 

64  .  1000*  ^  1018' 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  |  +  1  4.  .  .  .  J-  -JL-  «uf 

1    I    »    '  i    1000  ■•*•* 

wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  .  .  . 

b.     Die  Annahme /(a?)  =  Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  a?  >  1  ist;  sie  giebt 
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15)  11  +  12  + Ip  =  1(1.2.3..  .p) 

=  C  +  p(lp-l)  +  llp+^-^,; 

Um  die  Gonstante  zu  bestimmen ,  erinnern  ^ir  an  die  identische 

Gleichung 

1      Q     i;  (on       ,^_  1  >2.3  .4  ...i2a)_l.2.S...(2q) 

l  .ö.o...(zq      i)-  2.4.6.8...(2s)  — 2M.2.3...g' 

woraus  folgt 

2.4.6...  (2g)       _  2^g(1.2.3...g)g 
1.3.5 (2s  — 1)  ~  1  .2.3  .  .  .  (23)* 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2ql2  +  21(1.  2.. q)  —  1(1. 2.. 2  q)  entsteht,  und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Producte  1.2  ...q  und  1 .2  ...2q 
nach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

J £_=  u 

12p        192i)3  ^ 

sein  möge;  wir  erhalten  so 

oder  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  l(2q  +  1) 

Die  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

if-.^  i  i  i  £  2g  2g     \ 

\r3*3'ö'5*7  "  *  2g  —  1  2g  +  1/ 

dargestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 
die  Grenze  Z(|ä)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,   Ug  und 

^2q  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 

l(\7c)  =  2G—212  oder  G  =  ll(27t). 
Nach  Nro.  15  ist  nun 

16)  l(1.2.S...p)  =  ll(27c)  +  (p  +  \)lp  -  p 

+  J ?- 

^  12p        192p^' 

welche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Schon  in  dem  nicht  günstigen  Falle  p  =  10  erhält  man  nach 
beiderseitiger  Multiplication  mit  dem  Modulus  der  Brigg^schen  Lo- 
gai'ithmen 
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log(l.2.B...10)  =  6,5597642  —  q  .  0,0000023 

oder  für  ^  =  1  und  p  =  0 

6,5597619  <  ?05r(l  .2  .3...10)<  6,5597642, 

was  mit  dem  Werthe 

%(1 . 2  . 3 . . .  10)  =  6,5597630 

auf  fünf  Becimalstellen  übereinstimmt. 

Benutzt  man  wieder  Up  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach  Nro.  16) 

17)  1  .  2  .  3  .  .  . i>  =  VTp7i(p^e^P. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  {p)t  eines  gan- 
zen Exponenten  ft  unter  der  Form 

1  .  2  .  .  .  (ft  ~  Ä;)  .  1  .  2  .  .  .  jfc 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 

^^^         /2^(ft-Ä)^-*+^«Ä*+'^ 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 


Cap.  XVI. 

Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  95. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cubatur 

begrenzter  Räume. 

yTenn  eine  Function  zweier  Yariabelen  x  und  y  zuerst  in  Be- 
ziehung auf  y  bei  constant  bleibenden  x  integrirt  und  das  Ergebniss 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  80  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

Jdxjf(x,y)dy 

bezeichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.     So  ist  z.  B. 

f^^ry£M—  =  fäxl^  ^^J=  +  c\ 

J^JV(x^  +  y'y     J      \     V^^  +  y^         i 

^^lix^Vx^-^-y^)  +  Cx  ^  C 

und  darin  bedeuten  C  und  Ci  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  willkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zuHschen  bestimmten  Grenzen   vorgenommen  werden 

sollen. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung  des  einfachen 

Integrales  ist 


/ 


f{^yy)dy 


•    •    •    • 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

•  •  •  +  /(^.  yo  +  «1  +  «2  H 1-  ««-i)  «« 

unendlich  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  €1,  £29  '  *  •  ^n  in's 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  Y  —  y^  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe- 
stimmten Integrales 


/ 


Ax,y)äy  =  F(x,y)  +  Const. 

angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x,y) 
Innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(j?»yo)  h    +  fi^iPo  +  «l)ß2    +  /(iC.yO  +  «1  +  «2)«3    +   •  •  • 

=  F(x,r)  —  F(x,yo)  —  6 

setzen,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  Ö  bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen —  ft(F — yo)  und  +  ft(Y — yo)  liegt,  wenn  ft  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  a?o»  ^0  4"  ^1»  *6  4"  ^1  +^2f  •  •  •  ^  +  ^1 
+  ^2  +  •  •  •  +  ^m— 1  nnd  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  diy  ^2,  .  .  .  dfrn  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/(^o, 2^0) *i  «1  + /(a^o. 3^0  +  fi)  *i  «2  + /(a?o,  3^0  +  «1  +  «2) *i «3  +  •• 
+  f(xo  +  *i,yo)*2«i  +  /(^o  +  *i»3^o  4-  «i)*2ß3  4-  •  •  •  • 


+  A^  4-  *i  4-  *2  +  •  •  4-  *m-i,  2/0)  Smh  4- 

=  [F(Xo,I)-F(xo.yo)]8,  +  [F(xo  +  d,,Y)--F(Xo  +  Ö,,yo)]d,+.^' 

—   (<Jl  *1  4"  ^^2  *2  H h  <fmSm)j 

worin  jede  der  Grössen  <Ji,  (^2»  •  •  •  ^m  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  ^i,  Ö2,  .  .  .  ö„j  so,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  «0  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

££f(x,y)^xJy, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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•  •  •! 


beziehen  und  der  Reihe  nach 

^x  =  Sj,  Ö.2,  5a,  ...  .  d^, 

z/j^  =  fi,    «ij    *3>   •   •       •  ^n» 

zu  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

X 


=J[F(x,  T)  —  F(x,y^)'\dx  -  q 


setzen,  wo  Q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst, 
jedoclb  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F(x^  y)  endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x=Xq  bis  x=.X  und  y  •=  y^ 
bis  y  :=  Y.     Was  endlich   die  Summe  0i8i  +^2^2+  ötc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen —  k{X  —  a?e)  und  +  A(X  —  ar©)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.     Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen 

X 

Um  2Zf(x,  y)  Jx  Jy  =J  [F(x,  T)  -  F{x,  y,)]  dx. 

^Vk  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X      r 

Lim  SSf{x,  y)JxJy=  I      I  f(x,  y)  dxdy, 

xo       vo 

d.  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
<^er  Doppelsumme  von  f{x^y)dx dy^  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
lutegrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  ^x  und 
^y  gegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 

X         Y  X 

f  ff (00, y)dxdy  =   f[F{x,  Y)  —  F(x, 2/e)]  äx 

X  Y 


~   /  ^^  / /(^' 2^)  ^2^ 


^0  Vo 

^igt  dann,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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geade  iDtegrationen  gefunden  werden  ktmn,  ffdls  die  IntegratioaB* 
grenzen  endliche  Grössen  sind  und  die  Functionen 


fix. 


y),ffio!,y)dy,  fäxjAx,y)af 


innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stelig  bleiben. 

Ans  der  summatoriHcheu  Bedeutnog  des  Doppelintegndei  gebt 
noch  hervor,  daaa  es,  venn  auch  nrnstAndlich,  doch  jederaeit  mOglic^^ 
w&re,  den  Wertb  eines  Doppelin tegralea  direot  mit  beliebiger  Q-«* 
nauigkelt  zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folgen^St 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  eiim.«B 
stereometrischen  Problemes  führt.  In  Fig.  76  mögen  OL  =  ^ 
Fig.  76. 


LN  =  y,  N^  =  t  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  PunlC^ 
P  bedeuten  und  es  sei 

die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  ter**'" 
denken  wir  uns  in  der  x^Ehene  parallel  zur  ^Achae  zwei  Ger^°" 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  n&ml''' 
OLt  =  Xt  und  OLi  =  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stellt 
wir  uns  endlich  zwei  Cnrven  vor,  welche  durch  die  Gleicfatmgen 

LNt=th'=  <p(x),  LN,  =  T=  *(«) 
bestimmt  sein  sollen.     Jene  Geraden  nnd  diese  Corren  schneit}^ 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  krain''* 
linig  begrenztes  Tiereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  ei0^' 
geraden   Cylinders,    welcher  oberhalb   durch    die    Torhin  erwUk»^ 
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Fläche  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
dieses  Cylinders  zu  berechnen. 

Aendem  wir  x  um  dx,  gleichzeitig  y  um  dy^  oonstruiren  wir 
ferner  das  Rechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
I^eripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  FlUche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
^in  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  B  und  der  unendlich  klei- 
xien  Basis  dxdy\  sein  Volumen  ist  jsdxdy  =f(Xfy)dxdy.  Das 
Sresuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
Bolcber  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 

r=   fj  zdxdy=  j  jf{x,y)dxdy, 

'^'obei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  denüm- 
Bl^and  rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
Vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
€ren  der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 

den  verschiedenen  von  y^  bis  Y  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 

A^nsdruck 

Y  Y 

/  /(^i  y)  äx  dy=dx  I  fix,  y)  dy 

das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
^d  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  yz  steht,  mithin  den 
Querschnitt  NqNi  Qi  Qo  zur  Basis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  X  =  x^  hiB  X  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  das 
^uze  Volumen 

X       Y 

0  V=  Jdxjf(x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

V=  fudx, 

^orin  U  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  j^To  Ni  Qi  Qo  bedeutet, 
Welcher  im  Abstände  x  parallel  zur  ^jer-Ebene  gelegt  ist.  Nach  der 
"«kannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN=  y 
^  Abscisse  und  NP  =  j?  als  Ordinate  ansehend, 

Y 

U=    izdy, 

¥0 
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mithin  durch  Sabstitution  in  die  vorige  Oleiohung 

V=    I    \  I  zdy  i  dx  =  I  dx  I  sfdy. 

Diese  Formel  stimmt  mit  Nro.  1)  überein,  sobald  f(x,p)  för  £r  ge- 
setzt wird. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  Die 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

jBf  =  ax^  +  ßy^i 
die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  mit 


Fig.  77. 


den  Katheten  OA  =  a, 
OB  =^  K  Die  Snmmation 
aller  Yolumelemente ,  d.  h. 
die  doppelte  Integration  be- 
zieht sich  dann  auf  alle 
positiven  x  und  y^  welche 
der  Bedingung 

—  a         6  — 

genügen,  mithin  sind  die 
Integrationsgrenzen 


«0  =  0,  X=  OÄ 


h 


('-f) 


Dies  giebt 


V  =  jdx  Hax^  +  ßy^)dy 


0  0 

a 


=  /d.ja.».6(l-£)+«.|5.(l-jyj 

0 

Denkt  man  sich  denjenigen  Punkt  D  der  Fläche  aufgesucht,  dessen 
Coordinaten  OÄ  =  a,  OB  =  AG  =h,  CD  =  c  sind,  so  ist 
c  '=z  aa^  -^  ßh^,  mithin  V  gleich  dem  zwölften  Theile  des  Paral- 
Jelepipedes  aus  den  Kanten  a,  &,  c. 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  Begrenzungsflllche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirte  Ellipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  y^  welche 
der  Bedingung 

» ^  (f  )■ + (f)'i  • 

genügen;  daher  ist 


+-  +»' 


7  =fdx  [(ax^  +  /Jy«)  dy. 

Die  Ausfthning  beider  Integrationen  giebt 

worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.  96. 
Die  XTmkehrung  der  Integrationenfolge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 


// 


/(«,  y)  äx  dy  =  Lim  SUf(x,  y)  Jx  ^y 

^losgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  derWerth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
^Qtmte  sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales»  so  ist 

^  =  Jf{x,y)dx,   _-=/(a:,j,> 

andererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 

dxdy       dydx 
Vorausgesetzt,  dass  die  Yariabelen  x^  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
^  wodurch  eine  der  Functionen 

Sobl0miiüli,    AxudytiB,  I.  ^«^ 
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8^3^'    8a?'   8y' 
discontinuirlich    werden    könnte;    es    ist    daher    unter    dieser  B^ 
scliränkung 

8«  F  87         r 

V=  JJf{x,y)dydx. 
Demnach  besteht  die  Gleichung 

j  J  f{^^y)d^äy  =  J  J  f{x,y)dydx 
so  lange,  als  die  vier  Functionen 

/(a?,y),  Jf{x,y)dx,  Jf{x,y)äy,  J  j f{x,y)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Continuit&t  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  niclit 
direct  anwendbar,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheils 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Variabelen  x  und  y  ge- 
nügen sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  der  Elemente /(^,y)e{a;e{^  verlangtt 
für  welche  jene  Bedingung  besteht  Ist  letztere  der  Art ,  dass  sich 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indem  mauerst 


/ 


f{x,y)dy  =  F{x,y) 

setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  ^Of  ^t  ^ot  Xbestimmti 
nachher  aber 


/ 


f{x,y)dx  =  0{x,y) 

setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  |of  ^9  17Ö9  3?  ans  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet.     Im  ersten  Falle  findet  man 

X        Y 

Lim  2:2f(x,  y)  dxJy  =  j  dx  ff(x,  y)  dp, 
im  zweiten 
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Y       8 
^g  Lim  SEf{x,  y)  dx  dy  =Jäy  Cf{x,  y)  dx, 

X     T  Y     8 

J   j f{^^y)äxdyT=  J   Jf(x,y)dydx\ 

jedoch  gilt  dieser  Satz  im  Allgemeinen  nur  so  lange  als  die  Func- 
tionen 

/(«,y),    Jf(x,y)dy,    Jf{x,y)dx, 

Jdxjf{x,y)dy,   Jdyjf{x,y)dx 

endlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
,    trischer  Sinn  unterlegen.  In  Fig.  78  mögen  OL=x,  OM'=LN=y 

[  Fig.  78. 


und  NP  =  jer  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
im  Räume  bezeichnen ,  femer  sei  z  =  f(x^  y)  die  Oleichung  einer 
Fläche,  endlich  denke  man  sich  in  der  a;^-£bene  eine  geschlossene 
Gorve  oder  überhaupt  einen  Gontour  IjqMoLiMi  gegeben;  nimmt 
man  letzteren  zur  Basis  eines  Cylinders,  welcher  von  der  vorigen 
Fl&che  geschnitten  wird,  so  ist  das  Gylindervolumen 


F=  /  j zdxdy=i    I    lf(x,y)dxdy, 


29 
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wobei  X  und  ^  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  das«  der  Punkt  xy 
die  Cylinderbasis  nicht  überschreiten  darf.  Aus  dieser  Bedingung 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curve  LqMqLiMi 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den könne.  Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  aof  y  bei  yorlänfig 
Constanten  a;,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  yoi  -^-^i  =  ^  ^i®  ^^ 
grationsgrenzen  für  y;  die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  s 
sind  die  Entfernungen ,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  y-Acbe 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  x-Achae  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  die  Oertde 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mo  und  Mi  mit  der  Cylinderbiiii 
und  erhält  MMq  =::  ^,  MMx  =  ^;  die  Orenaen  für  die  nachherige 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich .  wenn  man  parallel  lor 
o;- Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.  Sowohl  bei  dem  ff- 
sten  als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgreniea 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N  die  Cylinderbasis  xiiA 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summinmg 
aller  Volumenelemente  zdxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cylinder* 
Volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  datf 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle 

ab  ha 

j  Jf(Xfy)^^^y=J  Jf{^^y)dydx, 

et      p  p      a 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind« 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b        a 

I     j  e-'^sinxdxäy  =•    1     1  er^* sin x dy dx; 

0        0  0        0 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  U^ 
tionen  ausgeführt  wird. 


0  0 

r        a  * 

=  ardanh  —  coaa   I  - — ■ — -  dy  —  sina  1  ^~ — r 


äH' 
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^  dw  Brucli  - — zwischen  0  und  1  liegt ,  so   ist  der  Werth 

te  mit  008  a  mnltiplicirten  Integrales  positir  und  kleiner  ab 

b 


0 


fo  das  aweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkui 
ond  man  hat  daher 


l 


»inxdx  =  aräan  h (qq  cosa  +  Qi  sina) 


X  a 


wo  pQ  und  Qi  nicht  näher  hestimmte  positive  echte  Brüche  hezeich- 
QfiQ.  Durcth  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
gabt sich  ferner,  a  und  h  als  positiv  vorausgesetzt, 

V  I sinxdx  =  arctanh. 

J  X 

0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfallt  in  die  beiden  Integrale 


t^  d»  -/^  <^-"dx. 


8ifl%  X 

und  da immer  zwischen  +  1  und  —  1  enthalten  ist,  so  liegt 

X 

^^r  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

00  CO 

/  e-^'^dx  und  —    /  e-^'dx^ 

0  0 

^  kann  deshalb 


00 

=  Q  I  e-^'dx  =  9  -r- 

0 

8«8etzt  werden,  wenn  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
^deutet»     Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 

00 

/  -^ —  dx  —  •?-  =  arctanh 

J       X  0 

0 

^^Igt  für  6  =  00 


2)  TfH^  dx  = 

J      X 


2 

0 


f  • 
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Dieses  Beiapi«!  lehrt  gleiehzeitig,  wie  man  eich  in  den  Filleo  ta  ve^ 

halten  hat,  vo  unendliche  Integrationsgrenaen  vorkommen. 

Um  anoh  ein  Beispiel  filr  den  aUgemeinen  Fidl  sa  haben,  be- 
trachten  wir  daa  Doppelintegral 

V  —  f  fV ic*  —  x^~9*dxdtf, 

worin  lidi  die  Integrationen  auf  alle  poaitiren,  der  Bedingung 

genügenden  x  und  y  beliehen  mSgen.     Oeometriaoh  bedeatet  hitr  7 


Fig.  79. 


du  Tolomen  «nei 
linden,  welcher  des  flW 
OÄ  =  2c  oonBtniirMi 
Halbkrsii  snr  Buii  bt, 
und  von  einer  mit  dn 
RadiuB  OA  beschri«)» 
nen  Kngel  gesclmitta 
wird  fFig.  79).  Integiut 
man  zuerst  in  Beiiebnn; 
auf  y,  so  sind  P  nai 
LQ  =  V2cx—x'&t 
Bugebörigen  Int^gn- 
tionigrenzen;nachli«riit 
X  von  0  bis  2  c  sn»'' 
dehnen)  also 


V=  J  dxJYi.c^  —  x^  —  y^tty 

=  i  y dar  j  (2  c  -  x)  V^äT^  +  (4  c»  -  »O  «Wiwy"^^} 

=  (i«-D(2c)». 
Bei  umgekehrter  Anordnong  der  IntegratioBfln  gelten  ftr  «  die  Or*" 
»en  M8ü  —c~  Vc»  —  y»  und  ai8,=e  +  Ve*  —  y',  fllr f  di> 
Orensen  0  and  c,  mithin  ist  auch 

7  =  fdp  /y4c»  — (T»— y»  dx. 

All  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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+ 1(4 c* — y*)  \arcstn  ^,  = —  arcsiw  , .  ' 

(  V4c2--2^2  V4c2  — 2/2 

^^erselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
Vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2y^{c  —  3/),  mithin  der 

Inhalt  selbst  =  y  V2(c  —  y);  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  5  er- 
fir^ebt  sich  femer  als  DifiPerenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 

.    2V"c(4c»--3cy2— w3)  .    2V^c(c  — y) 

=  arcsm ^-r ^ ^-^  =  aresin  — V^^ 

4^2  —  y2  2c  — y 

^  arcsin    2  l/ 1/  1  —  ■:; 1  =  2arcsm  1/  r , 

L    Y    2c^y   Y  2c  — 2/J  Y    2c— y 

Wobei  die  Formel 

aresin  (2  y  V^l  —  y2)  ==:  2  aresin  y 
angewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 


F=  /    |yyc(c  — 2/)  +  (4 c»  —  2/2) arcsin  V/       ^  1  el^, 

^^  zu  demselben  Werthe  von  Y  führt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen  die  ümkehrung   der  Integrationenfolge 
Ck^währt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel  , 

F  =   y    y  V4c2  —  ic2  —  ^2  ^'(j/) dfa; dfj^, 

^orin'^(y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
^tionsbedingung  dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
gemeinen gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
^Ordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
Öldchung 

i   y  V4c2  — a;2—  y^'^{y)dxdy 
0       0 


-f\yVc{e-y)  +  (4c2-f/2)arcsmy^-^U(2/)ei2/, 
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welche  die  Heduction  des  Doppelintegrales  anf  ein  einfaches  dar- 
stellt 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 

y=f  ff(x,y)dxdy 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  fiir  den  Fall  bei,  dass  die  Functioi 
f{x^y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird /(o:;,  ^)  nur  einmal  discontinuirlich  unc 
zwar  für  a?  =  |  und  y  =  ly,  wo  |  zwischen  x^  und  X,  ly  zwischei 
^0  nnd  fliegt,  so  betrachtet  man  F  als  den  speciellen  Werth,  wel 
eben  die  Summe 

/—BT  X  T 

j  f{x,  y)  dxdy  +  /      j  f(x,  y)  dx  dy 

bei  gleichzeitig  yerschwindenden  8  und  B  erhält.  In  jedem  der  bei 
den  einzelnen  Integrale  bleibt /(o?,  ^)  continuirlich  und  daher  könnei 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sich  di« 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  vorhandei 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Wert! 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Integra 
tionen  ist. 

§.97. 
Doppelintegrale  in  Polarcoordinaten. 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Ya 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat  mai 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keinei 
besonderen  Auseinandersetzuiig;  dagegen  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Yariabele  einzuführen 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den Fall,  wo  das  Doppelintegral 

1)  y=f  Jf(x,y)dxdy 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  X  =  rcosd^  y  =  rsinO 
gesetzt  werdem  solL 
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Denken  wir  miB  die  auf  y  bezügliche  Integration  als  die  erste, 
80  können  wir  znn&chst  0  £üx  y  einfuhren,  wenn  wir  aus  den  Olei- 
chnngen  2)  die  neue  Gleichung 

y  =  xtanO 
bflden,  worin  »  ak  Constante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

V=  r  lf(x,xtan0)dx.X8ec^ddd. 

um  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
x:=z  rcosd  und  beachten,  dass  hier  cosO  constant,  dagegen  r  die 
neue  Yariabele  ist;  wir  erhalten  so 

V  =  j   jf{rco8d,  r8in6f)co8ddr.rco$d8ec^0de 

=  f  rf(rcose,r8in0)rdrdd, 
woftlr  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

3)  V-=i  f  CfircosO,  rsmd)rdddr 

gfischrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  x^  y,  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 
fcosdy  rsinO,  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
Betrachten  wir  £  =  /(a;,  y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

^^/    I  gdxdy  oIb  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  V 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses  Volumens  in  rechteckfSrmige  oder 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
die  Basis ,  und  die  über  den  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
^ipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
legnng  nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensjsteme  entspricht, 
^giebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  0  gleichzeitig  ändert,  und 
>^ährend  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
ähnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
einzeben  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  yon 
zwei  Badien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
Elemente  NNiNsN''2  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
^Ni  und  ^^2  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,  LN=ify  ON—  r,  L.LOIf—  0, 
^iVi  =  dt,  NN2^=  rdO,  Fläche  JSrNiNsN'^^rdO.dr. 
Das  Volumen  F  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 


sriftir,  folziieh 

?■=  /  j  irJUJr, 
P»  30.  Rff.  81. 


^^ — ^ 

,    /-  ,  .      :  : 

1    /:     ' 

1/      '         :     !     :/ 

l'v-i-rb^ 

WM  mit  Nr.  3).  abereinstimmt,  wena  *■  =  /(»,),)  =/(rcosd  raiifl) 
wieder  eingaietzt  wird. 

Die  lotegratioMgrenaen  ßr  r  und  Ö  und  in  jtdesa  Falle  bwoB- 
ilcri  za  beatimmen.     Sind  die  nrsprönglicheD  Grenxen  für  z  und  f 
■o  beschaffen,   dasa    der  Punkt  xy  innerhalb   eines  Contonra  bleibt, 
welcher  Ton  einer  Geradan  in  höchatenj  «wei  Punkten  geschnitten 
werden  kann,  so  ergeben  eich  die  IntegratdonE^renzen  filr  r  venu 
man  den  RadinsTector  02f  bis  zu  »einen  DnrchBchnitten  Q^  mid  ft 
mit  jenem  Contour  yerlangart  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  ö  sind  nadi* 
her  die  Winkel  L 0 T^  und  LOTt,  welche  awei ,  yon  0  ans  an  d« 
(''(iiitour  gelegte  Tangenten  mit  der  £- Achse  einschlieseen.  Für  0  ft=Tci 
0<ii  r=  Ji,  ^  iOTo  =  Ö9,  L  LOT,  =  e  ist  dann 
9       R 
V  =  j      r/(rmO,rsin6)rdQdr. 
Ih     "• 

Kinifte  allftoineinore  Beiapielo  mögen  die«  eriSatem.  Bweh^ 
vli'li  t)it)  uri>)ir Anglichen  Integrationen  auf  alle  podtiven  s  and  g, 
wi>U>ht>  dw  »filinttwng  »'  +  y*  <  ''^  genagon,  ao  blwbt  der  Po'*' 
4',V  iiiHwUitlU  *iuw  mit  dem  Itadina  e  beeehriehenen  Eraisqnadnot^' 
mn  Vlbalt  für  dtMvu  FkII 


V' 


.//. 


"      /     //(iv»>il»''»   ~    /      I Ärmst,  rsne)räedr. 
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i  Innern    eines    Halbkreises,    dessen    Durchmesser    2c   auf    der 
•Achse  liegt;  dies  giebt 

I     lf(^*y)^^^y=   I     J /{rcosdi  rsinO)rdOdr. 

0         0  0  0 

ernach  ist  speciell 

2c      y  iex—xß  '9^      2eeoid 

j    jY^c^  —  rr»  —  y^dxdy  =  j      fV^c^  —  r^rdOdr 

0        0  0  0  ' 

=  /dfl. 1(20)8(1-.  5m3Ö)  =J(2c)^(|3r  — «y 

0 

I 

»ereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Hechnung  im  vorigen 
uragraphen. 

Das  unter  Nro.  6)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
eise  transformiren,  dass  man  erst  x  :=  Xi  —  c  und  nachher  Xi  = 
'osd,  y  =  rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
hen  ist;  man  erhält  zuletzt 

9c      y  2ex—sfl  n        e 

'      /     f  f(p^y)äxdy  =  j     J f(rco80--c,  rsinO)rdOdr, 

0        0  0         0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x 
kd  y  beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
bene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  X'  und  ^- Achse  begrenzt 
^d;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo, 
^gegen  6  von  0  bis  |  ;r  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 

'        /    I f(p^y)dxdy  =   I     I f(r cos 0,  r sind) rdddr. 

0       0.  00 

Als  gelegentliphe  Anwendung  hiervon  diene  die  Ermittelung 
38  Werthes  von 


/ 


0 

elcher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  mSge.     Für  das  Doppel- 
tegral 

1     re-(^*+p^dxdy, 

0  0 
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hat  man  erstens 


fe--ä.p 


0  V 

andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 

=  /    J e-^*räOär  =  jdd'\  =  \n. 

0  0  0 

Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt  JT  =  |  Vn  d.  i. 


/ 


e'^'^dx  =  |Vlr. 


II.  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  la 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurückfül 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  posit 
X  und  y  ' 


(f)'+(i)'^ 


1 


bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenquad 
ten,  und  es  ist  dann 

V=JJf{x,y)dxdy. 

0      0 

Indem  man  erst  d?  =  a|,  nachher  y  z=  hfl  substituirt,  kommt 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  £^  -j-  i}^  <  1 
bunden  ist,  nämlich 

1  rr=ii 

V=ah  f  ffia^,l7i)d^d7i. 

0      0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man  c,  Xj  y  d 
1,  ^  z=  rcosO,  Tj  =  rsinO  ersetzt;  hiernach  wird 

9)       /  jf(x,y)dxdy=ah  I     j  f(arco8  0,lr6in6l)rdBdr. 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nro.  6)  und  7) 


ap.  XVL  §.  98.    Substitution  neuer  Variabelen  etc.    461 


10)      /     ff(x,y)dxdy  =  ah    I      Cf{ar cos B,lr sind) 

O         0  0  0 


rdOdr 


n     1 


=  ah   f  J f(arcosd—afhrsinO)rdOdr. 

0       0 


§.  98. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
^  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  x  und  y  zwei  neue  Yariabele  s  und  t  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

1)  X  =  9(s,0,  y  —  rpisj) 

verbunden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
dern nach  emander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  t  ersetzen,  so 
denke  man  sich  s  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  und  das  Resultat 
»uf  die  Form 

gebracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
daher 

fjf{x,y)äxdy  =fff[.^,  Xi'^,  0]  dx  £^^  dt. 

Snbstituirt  man  jetzt  q>  (s,  f)  für  x,  wobei  t  als  constant,  dagegen  s 
ftls  die  neue  für  x  eintretende  Yariabele  zu  betrachten  ist,  so  erhält 
i&an  ein  Resultat  yon  der  Form 

fff(^^  y)  ^^  ^y  =ff^^^  (^'  *^ ,  ^  (5, 0]  ß  ds  d* , 

wo  Sl  eine  Function  von  s  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
nmg  der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
inan  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
Adsät  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Gon- 
Btante  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Yariabele 
8  zu  eliminiren,  kann  man  auch  ds  herausschaffen,  was  folgende 
Eechnung  giebt.     Man  hat  zunächst,  weil  erst  x  als  Gonstante  ^Üt^ 
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mithin  durcli  Elimination  von  ds 

ds'  dt        dt'  ds   ,^ 
dy  = — ; dt. 

ds 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprungliche,  s  die  nouo  Va- 
nabele,  daher 


(f*  =  |2  d,. 


also  zusammen 


^      \ds  dt       dt  dsJ 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  ncmen 
Variabelen  lautet  jetzt 

/  jf(^iy)dxdy 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  wiUkührliche 
Grössen  s  und  f ,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
IIorizontalebeDe  bestimmen,  lassen  sich  als  Goordinaten  dieses  Punk- 
tes betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Goordinaten  in  seiner  wei* 
testen  Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  den 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Goordinaten  x 
und  y  zu  den  neuen  Goordinaten  s  und  t.  Für  die  Grösse  des  Vo- 
lumens V  ist  es  aber  gleichgültig ,  ob  seine  Basis  in  rechteckförmige 
oder  anders  gestaltete  Elemepte  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch ,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Goordinatcnsysteme  der  8 
und  t  entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Goordinaten 

x,y;  X  +  dx,  y\  x,  y  -{■  dy;  x  +  dx,  y  +  dy 

bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  neb* 
roon,  dessen  Ecken  N,  JV^,  N-2,  N^  die  Goordinaten 

5,  t\  s  +  dSy  i\  s^  t  +  dt\  s  +  ds,  t  +  dt 
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haben  (Fig  82).     Da  die  Bögen  NNi,  JViJVg,  JV^JV»,  N^N  unendlich 

klein  sind,  so  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Flächen- 
element NNiN^Ni  als  das  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NN1N2  be- 
trachten; letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Ecken  ausdrücken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  N,  Ni^ 
und  ^2  niit  x  und  y,  Xi  und  yu 
Xi  und'^2t  so  is^  <^i^  Fläche  des 
Dreiecks 

NNiNi  =  i[(a?i— a;)(y2  — y)  —  (^2  —  a?)  Ö/i  —  y)]. 
mitbin  die  Fläche  des  Elementes 

NNiNiNi  =  («1  — a;)(y.j  — y)  —  (x-i  —  x) (ifi  ^ y). 
Der  Punkt  Ni   entstand  aber  aus    dem  Punkte  N  durch  alleinige 
Aenderung  des  8,  mithin  ist 

iCi=  oc  +  —  ds,    yi=y  +  —  rfs; 

ebenso  fährte   die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  nach  N^^  man 
bat  folglich  ^ 


dx 
x^  =  X  -\'  ^  dt. 


^2  =  S^  +  gl  dt 


Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 
oder  wegen  der  Gleichungen  1) 

Das  Product  z.NNiNsN'2  =  f(x,y),NiN2N'sN2  stellt  wieder  das 
Volumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
pelsumm^  aller  dieser  Volum enelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Sülrätitution  der  Werthe  von  a?,  y  und  ^1  ^2  -^3  ^2  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
len die  neuen  auf  s  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
zu  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
auch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  q)  und  ^  con- 
stante  Inte£^ationsgrenzen  für  s  und  t  zu  erreichen  sind. 
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a.    Wenn  sich  die  Integrationen  au^  alle  positiven,    der  Be- 


dingung 


Fig.  83. 

0             L      S         A 

X 

M 

T 

^^.^ 

v^  / 

// 

N      / 

B 

^ 

Y 

0  <  «  +  y  <  c 

genügenden  x  und  y  bezieben,  so  be- 
wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks 
A  OB  (Fig.  83,  OA  =  OB  =  c)  und 
es  ist 


e      e—x 


y  =  jjf{x,y)dxdy. 

0       0 


Durchbiegen  wir  ST||  ^J9,  ziehen 
SM   und    setzen    OS  =:^  0  T  =  s, 
zL  OSM  =  cd;  es  ist  dann 
0L=x  =  8'-'S  tan  lo,   GM  =z  y  z=i  s  tan  o 
oder  wenn  zur  Abkürzung  tan  (o  =  t  gesetzt  wird, 

X  =  8  —  8ty  y  z=z  st 
Hieraus  folgt 

8^8^       dx  dy 

ds'di        dt'ds~^' 
[Jm  femer  den  Punkt  JV  in   dem  Dreiecke  ÄOB  herumzuführen, 
braucht  man  nur  8  von  0  bis  c,  cd  von  0  bis  l^r  d.  h.  t  von  0  bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt 

9      c—x  e       1 

3)  j  I  f{x,y)dxdy  =  j   jf{8  —  st,  st)sd8dt 

0      0  0      0 

Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 

e      e—x  e      1 

r  r^('+y)^dxdy=  I  fe^'*8dsdt 


0       0 


/■ 


=  /  e*«'sds  = 


0       0 

2h 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausfahrbar  sind,  wäh- 
rend sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Int^^tion 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Grenzbedingung  vorgeschrieben,  dass 
bei  positiven  x  und  y 

0<*+^<l 
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bleiben  soll,  in  welchem  Falle  das  Dreieck  ÄOB  die  ungleichen 
Katheten  OA  =a  and  OB=^b  besitzt,  so  nehme  man  erst  ^  =  1»y2 
dann  x  =  a^  nnd  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
X,  if,  c  durch  |,  tj,  1  ersetzt;  dies  giebt 


(-7) 


1        1 


4)       J  Jfix,  y)  dx  dy  =  ah  r  ff[a$(l  —  ^X  &  st]  s  d$  dt. 
b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  p 

o<j+y<c 

Bein  soll,  entspricht   dem  Falle,   wo  der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  AOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse ^t  mit  der  j^-Achse  zusam- 
men, ÄO  =  B 0  ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 


e 

e 


V=fff(x,y)dxdy. 

0       0 

Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  0S=  OT  =  8  und 
setzt  ^  OTL  =  o,  so  hat  man 

X  =  stanm^  y  =  s =  s(l  —  ton^co), 

c 

oder  för  itofi  o  ==  f , 

x  =  8t,  y  =  s(l— <3), 

wo  nun  8  und  t  als  die  neuen  Goordinaten  von  N  gelten.     Hier- 
aus folgt 

dx  dy        dx  dy  _ 

di^dt-rtTs-'^'^^^^^' 

dm  femer  N  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s  von 
0  IAb  Cf  o  von  Ja  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden* 
die8  giebt 

*       •       c  «1 

6)  fffix,y)dxdy  =  fff(st,8--'8t^)8(l  +<«)cfed«. 


A      0 


0      0 


Sehlömilcbf    Analysia.   I. 


%^ 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und 
y  SU  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 

==^  a«  ^  l)  — 
genügen,  wobei  die  Strecken  AO  •=  a  und  BO  =  h  ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  a;==a|,  ^  =  5i;  und  wendet  dann  die  vorige 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

I  I  f{x,y)dxdy 


5) 


0      0 


1      1 

=  ab  f  ff[ast,b8{l—t^)]8(li-t^)d6dU 

0       0 

Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Gubatur  eines  cylin- 


Fig.  85. 


V=Yhff^x^+  y 

1     1 


3 


drischen  Volumens  von  folgender 
Entstehung  (Fig.  '85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  AB^ 
grenzt,  deren  Brennpunkt  0  und 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  5,  0A=:  21)  ist; 
die  obere  Begrenzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grades,  nämlich 

welches  entsteht ,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  h  constroirte  P^ 
rabel  um  ihre  Scheiteltangeut^ 
rotirt.     Es  ist  dann 


dxdy 


=  2h^Vh  r  CV^ h'^sH^  +  6»s»(l -- e«)«s(l -^i^i^^^ 


d.  h. 


=  2  5«V1ä  f  fVlV  1  +  tU{\  +  t^da^ 


II 
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Die  Complanation  der  FUohen. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  g  ^  F(x,  y)  bestimniten 
Fläche  ein  begrenBt«s  Stück  sn  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  x  y  iwei  zur  ^Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
ven  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zuEammen  ein  gemischt- 
Unigee  Viereck  bilden  (Fig.  86).  Dieaee  Tiereck  betrachten  wir  als 
Fig.  86. 


A 

-7. 

Lr, 

Q 
P 

i 

7 

/: 

7 

i.""^ 

\z 

ilia  Boriaontalprojection  eines  Fläcbenstückea ,  dessen  Inhalt  8  be- 
stimmt werden  soll. 

Lassen  wir  x  um  dx,  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
^x  and  dy  cooBtruirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
endlich kleinen  Flachenstückes  C  ansehen;  letzteres  ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Tiereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  ß  lässt  sich  aber  dieses  Fl&chen- 
element  so  betrachten,  als  ISge  es  auf  der  durch  den  Funkt  xyz  ge- 
henden Berührungsebene  der  Fl&che,  und  zwar  betr&gt  der  hierbei 
begangene  Fehler  nor  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  y-  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tialebene (oder  der  Ebene  des  0)  gegen  die  xy-Ebene,  so  haben  wir 
äxäy 


0cos(i  =  dxdy  oder  ö  = 


«OSfl 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ehenezi  mit  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
fi*  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xye  er- 
richtete Normale  der  Fläche  mit  der  £r- Achse  einschliesst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

1 

C08U,  =  COSVg  ■=  ^     . 

V'  +  Ol)' + 0' 

Das  Flächenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichung 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fläche 

SL    Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y  =  LNq  ==  tfo  bis 

y  =  LNi  =  T  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt,  so 

bedeutet  das  Integral 

r 


/V'  +  Cr:)'+0'-^' 


den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  ^o-^i  =  ^  "^  ^o  ^^^  Horizontalprojection  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x  .=  OLq  =^  x^  bis  x  =  OZi=X 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

Einige  Beispiele  mögen  den  Grebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 

planationsformel  aeägen. 

a.     Das  elliptische  Paraboloid.    Die  Oleiehang  der 

Flächeisi 

x^  ^3 

mithin 

da X      ds f 

dx~'a'   dy~V 

als  Horizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  den 
Halbparametem  a  und  h  constnurten  EUipee;  ee  ist  dann 
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Darch  Änwendnng  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 

-(V"8-')-> 


'-="//' 


Flg.  87. 


1  +  r^rAQe.r-=- 

b.  Der  elliptiBche  Kegel. 
In  Fig.  87  Bei  OC  =  c  die  Höhe 
des  Kegels,  ^CS  seine  elliptische 
Basis  mit  den Halbaohsen  ÄC  =  a, 
BC  ^ij  die  Coordinatenebene  xj/ 
m3ge  partdiel  zur  Ebene  ABC 
durch  die  Spitze  0  geben.  Die 
Gleiobnng  der  Fläche  ist  dann 

tmd  wenn  zur  Abkürzung 


/b»  +  c» 


geaetet  wird,  so  findet  sich 


Die  Horiiontalprojection  des  Mantelqaadrouteu  AOBA  ist  eine  aue 
den  Halbaoluen  a  und  b  construirte  Ellipse,  daher 


=//-^»  V 


Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergieht  sich 


&Hi)' 


cos>e  +  ß^sin^e  räOdr 


s^\ab    lya'cos^O  +  ß^sinH 
mithin  Rr  den  gansen  Mantel 
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1" 


If  =  i 


Vab.^J'V 

0 


a^ahcos^d  +  ß^alsin^ddd. 


Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 

Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  =  |V  ä5, 

und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  a  ya b  und  ßy  ah    con- 
struirte  Ellipse  ist. 

c.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  5,  c  heissen,  es  sei  ferner  a^h'^c  und  zur  Ab- 
kürzung    

Va2  —  c»  Yh^  —  c«         » 

=«,     7 =  P. 

a  0 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


z 


findet  man 


= '  V  •  -  ©■  -  (0 


1  _  /"^^V  -  /"^V 

^"  1,0a;;  "^  Vsy/  ~  1  _  /£y  _  CiL y  * 

Verstehen  wir  unter  S  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  yon  8  ein  Ellipsenquadrant  mit  den 
Halbachsen  a  und  &,  mithin 


Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 

a2cos»ö  +  ß^m^e=  s« 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 

1. 


S=ah    I  dd  fy  ]^zi 


s^r^ 


r2 


rdr. 


0  0 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Yariabele  u  ein  mittelst  der  Substitution 

1  —  r« 


1  —  «2r2 


woraus 


«       1  —  w« 


(1   —8^)udu 

(1   —  S»tt»)» 
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folgt;  wir  erhalten 


In       1 


S=ah    /'dd  f—LnJl^  du 


(1    —   S»  t*3)5 
0  0^  ^ 

oder  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
far  fi*  sein  Werth  gesetzt  wird, 

S  =  al    [auf     (l-a^)cos^O  +  (l--ß^)sin^d 

J      */  [(1  —  «2  u^)  cos^  Ö  +  (1  —  /32  «2)  sin^  ö]» 

Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelharen  Formeln 


/- 

J  (n 


0 

i 


cos^Odd  ^        ^ 

(mcos^O -{-nsin^dy        4mVmn 


In 


0     ^ 


sin^OdO  ^ 


folgt  Bchliesslich 


m  cos^  ö  +  n  sin^  0)^       4  n  V^wn 


A  1  —  «2     ,      1  —  /JM 


a2t*2)  (1  _  |32^2) 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  heachtet 

du 


nl-cc^  1-ß^  )  _^ d 


V(l  — a2w2)(l_|32^2) 

welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergieht  sich 
8  =  \nal>\l+    /jl-.- Li:^! 1^1. 

Nach  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  yerschie- 
dene  Weise  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln. 

d.     Die   Schrauhenfläche.     Die  Gleichung  dieser  Fläche 

ist  b^anntlich  für  den  Fall,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  xr- Achse 

genommen  wird 

t/  0 

•2-  ==  tan  — 
X  c 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  erstem  Windung  be- 
schränkt. 


Hieraus  folgt 


B  =  carctan^» 

X 


8 


=ffv 


1  + 


und  in  Polarcoordinatai 


X*  +  y 


^dxdy 


8=J  fVr^  +  e^dddr. 


Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Flächenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  foi  fi  beschriebenen  Kreisen  und  Ton  den  zwei  Badien,  welche 
mit  der  o;- Achse  die  gegebenen  Winkel  6^  und  Oi  einschliessen;  es 
ist  dann 


Vc^  +  r«  de  dr 


und  nach  Ausführung  der  Integrationen 


ri  +Ve^  +  rf 


S  =  i(öx-öo)jriV^H^--reV^?TT+c^^ 


§.  100. 
Goxnplanationsformel  f&r  Folarcoordixiatexu 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  OL = «,  LN=  y,  NP  =  e 
benutzt  man  nicht  selten  raumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OP  =  r,  den  Winkel  POX  =  Q  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  nämlich  Z.NLP  =  o 
mittelst  der  Formeln 
1)  x  =  rcosO^  y  =  rstndeaso,  e  c=  ramdstno 

Fig.  8a  jjj  Rechnung  bringt  (Fig.  88).     Nach 

IZ  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 

aus  der  ursprünglichen  Flächenglei- 
chung B  =  f(x,  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
Gleichung  nach  r  auflöst,  so  ist  das  Be- 
-^     sultat  von  der  Form 

r  =  jr(ö,  o); 
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darin  smd  0  und  a  die  neuen  unabhängigen  Yariabelen.    Bezeichnen 
wir  för  den  Augenblick  wie  folgt 

und  wenden  die  allgemeine  Regel  für  die  Substitution  neuer  Yaria- 
belen auf  die  Complanationsformel 

S=5  /    /^(a?,  y)dxdy 

an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  0  und  o 

Hier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  (p  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  Bifferentialquotienten  von 
B  ZU  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzuführen.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  z  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  cd 
abhängt,  so  ist 

dO~dx'dd  "^  dy'dd' 

d(o  ~  dx'dio  "^  dy'da' 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  unbekannten 

dB        de 

^  imd  7- ;  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

0y   05  dy_  d£ - 

Wdci  ""  0G)'80~"     • 

^  ^  _  if.  ^  —  Äf 
dd'dco       dc3'dd~      ' 


Bo  findet  man 


nuÜliiu 


0£   8£  _  8^   0y  j^ 


30 i      ?^__:?*^ 

8aj~       :^'    8y~        N' 


.=¥'  +  0+©'= 


Vz^T^SthT^ 


Naeh  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 
5)  8=  f  fy^^  +  ^^  +  N^ddda. 
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Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  giebt  femer,  wenn  man 
immer  beachtet,  dass  r  von  0  und  o  abhangt, 


dx       dr      ^ 

^^  =  -cosd-rsine, 


dx        dr       ^ 
da       des 


8y   /8r  \      dy      (dr  \   -   a 


de 
dO 


=  [—.sind  -f-  rco8d\sinc9^     -— =z=(-— sin«  -\- r cos (o) sin ß. 

\ÖÜ  )  dfQ        \ÖO  / 

und  mittelst  derselben  erhält  man 

üf  =  —  r  Kongos 6  —  rsmd\9%nßcosiQ  —  — sinol. 

Die  Formel  5)  gewinnt  hiemach  folgende  Grestalt 

«  «=//Vl';+Cp)V»+(li)''^»'"» 

dabei  sind,  wie  immer,  die  IntegTationsgrensen  ans  der  Begrenzung 
des  g^ebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten  wir  eine  Fläche  Yon  folgender  Ent- 
stehungsweise. In  der  Ebene  ^j?  sei  eine  Lemniscate  construirt 
(Fig.  89),  deren  Halbachse  Oii  =  a  den  rechten  Winkel  YOZ  hal- 


Fig.  89. 


.Z 


\  \  i 


/ 


y 


biren  möge;  man  1^^  femer  Ebe- 
nen wie  X.R  XODo  und  XOüi, 
welche  die  x- Achse  in  sich  ent- 
halten und  die  Lemniscate  in  Uq, 
üi  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betr^fende 

L«nniscaten8ehne(0üo«  OlTi  etc.) 
sum  Durchmeeser  eines  Kreises 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzeugt»  Als  Gleichung  der  leti- 
teren  findet  man  in  reeiilwinkli» 
g&k  Goordinaten 
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worans  angenblicklich  erhellt,  dass  die  Complanation  in  rechtwinkli- 
ge Goordinaten  zu  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  führen  würde; 
dagegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  a  sin  0  V  sin2  o, 

a  sin  d 


1/1" +  Cp)'! -»  +  (£)*= 


/  \dü/  )  \doJ         Ysin^rj) 

Verstehen  wir  unter  S  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
von  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOUq  =  (Oq  und  X  0  Ui  =  ©i 
gehörenden  Halbkreisen  0  Oq  Vq  und  OüiVi^  anderseits  von  dem 
Lemniscatenbogen  Uq  üi  begrenzt  wird ,  so  haben  wir  o  von  coo  bis 
Ci,  0  von  0  bis  |;r  auszudehnen;  dies  giebt 

/^^    AH 
Isin^edddG)  =  \7ta^(Oi  —  Oo). 

Für  (Do  =  0,  Ol  =  I  ^  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  denmach  =  j^r^a^. 


§.  101. 
Die  dreiÜEU^hen  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
.  bildet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 

X    T     z 

1)  W=j  j  j  F{x,y,z)dxdydz 

*o  yo  '0 
als  Chrenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Producte  JP(a;,  ^,  z)/^xdydjs  den  unabhängigen  Yaria- 
beln  d?t  jf,  z  alle  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  X,  y^  und  F,  Zq  und 
Z  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  ^x^  ^y^  ^z  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
fassung.   Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

X     Y     z 

W=J  J Jdxdydz 

'0      VO       ZQ 
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X,  y,  B  bJb  rechtwinklige  Goordinatea  eines  Punktes  P  (Fig.  90),  so 


Fig.  *>. 


und  Z 
e  =  Z 


bedeutft  das  Productdx 
dyi»  den  KörperinhaH 
eines  ParalleleptpedeB 
dessen  drei  in  einer  Ecke 
zusammenstoBsende  Kan> 
ieadx,dy,dMsaiA\  dem- 
nach ist  W  die  Snmnie 
einer  unendlichen  Menge 
soloherVolameiielemente, 
mithin  selbst  ein  Toln- 
men,  welches  auf  folgende 
Weise  entsteht  Denken 
vir  nns  zwei  Flächen 
couBtruirt ,  deren  Glei- 
chungen (ffj  r±i  i(i  (je,  y) 
^{x,  y)  sein  mögen,  und  sammiren  erst  alle  von  s  -^  b^ 
vertical  aneinander  gereihten  Kiemente,  so  giebt  der  Aasdraek 


/• 


dx  dy  de  ==  dx  dy  (Z  —  «ö) 


den  Inhalt  eines  Par^letepipedes,  dessen  Honzoittalc|uerschnitt  dxdy 
unendlich  klein,  und  dessen  Höhe  TOn  endlicher  Länge  =  Po-Pi 
=  Z  —  j^  ist     Änf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

X     r  X     T  X     T 

W  =j  j  {Z  ~  t6)dxdy=J  J  Zdfcdy  —  j  J e^dxdy 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden;  sie  zeigen, 
dass  TT  ein  Voltimen  bedeutet,  welches  dieselbe  Horizontal projection 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  aneserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwähnten  FlSchen  liegt. 

Eine  ähnliche  Änscbanungsweise  gestattet  das  allgemeinere  Inte- 
gral 1),  nur  musB  man  sich  jedes  Volumenelement  da:  d^diS  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F{x,  y,  g)  multifiltcirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  nämlich  die  Regel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Products 
ans  Dichtigkeit  und  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Ponkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  von 
ai,y,  S  duitellt,  so  darf  jene  Regel  nicht  mehr  itlr  ein  endliches  Stack 
da*  £Srpers  angewendet  w^en,  wohl  «her  fOr  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  einEörperstückist,  um  so  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F(x^  y^  e)  die  im  Punkte  xyz  vorhan- 
dene Dichtigkeit,  so  ist  F{x^  y^  z)  dxdydz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  befindlichen  Eörperelementes  d.  h,  kurz  das  Massenelement; 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  TF.  Dividirt  man  endlich 
W  durch  das  Volumen  F  desselben  Körpers ,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliche  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  unterliegt;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aur 
einem  Doppelintegrale  nach  z  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Integrale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
80  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Beduction  von  Neuem  zu  versuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
oatensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Badiusvector  OJP  "=  r  auf  die  Ebene  yz 
Projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projectiön    OQ  =  u, 

ferner  Z.  TOQ  =  o,  so  kann 
man  (o,  u^  x  als  sogenannte 
cylindrische  Coordinaten 
des  Punktes  P  ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinkli- 
gen zu  den  cylindrischen  Coordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen ' 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  z  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirt, 
dass  man  für  y  und  z  die  obigen 
Weiihe  und  dydz  ^=  udcodu  setzt;  dies  giebt 

2)  11  ^^^  ^'  ^)  ^^  ^2/  ^^ 


Fig.  91. 


_A         X 


fff 


F(x,  u  cos  o,  u  sin  d)dx.ud  m  d  u. 
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Ferner  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral  nach  x  und  u  nehst  einem  einfachen  Integral  nach  o  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

X  =  rcosdi  u  =  rsind 
substituiren.     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 

x=irco8dt    y  =z  rsindco8(0f    e  =  rsinOHnco^ 
mithin  sind  r,  0,  odie  räumlichen  Polarcoordinaten  des  Punktes 
P.    An  die  Stelle  von  dxdu  tritt  nun  rdOdr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

3)  J    i  JF{x,  y,  z)dxdy  de 

=  1  J  J  F(rco8dj  rsinOcosco,  r8in08incD)r^8mOdCiid$dr» 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten «  wenn  man  f, 
(li  a  um  ihre  Differentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Volumenolement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommenen 
Gewulbsteiues  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Yolumenelementes 
sind  nämlich 

PPj  =  dr,    PPq  =  rdd,    PP^  =  LP. den  =  rsmÖefo 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Yolumenelementes 

PPi .  PP2 .  PP3  =  r« sin  OdrdO  da. 
Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(r  C08  ö,  r  sin  0  cos  co,  rainO  sin  ca)  r' sin  OdadOdr^ 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 


J  J  J  Yx^  +  y>  +  B^' 


und  darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x^y^^ 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


(f )'  +  (f )■  +  (t)'  s 


genügen ;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Octan- 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  beschriebeneta  EllipsoideB,  wo^ 
in  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xy»  durch 

1  1_ 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  aus  einer  stetigen  Folge  homo- 
gener concentrischer  Eugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbediugung 

„  »V^^  •V-(f)'-(5)' 

/  /  /  Va!»  +  y»  +  ir«' 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordinaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 

Q=  f  f  frstnddodddr, 

wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
senelemente, so  föngt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  E  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polar- 
coordinaten umsetzt;  sie  lautet  dann 

fBcosffy    ,    (BsinOco8(o\^    .    /R  sind  sin  io\  _ 

V"T~/  +  V — i — )  +  V — 'o      )  ~ 

^d  giebt 

1 


iJ  = 


l/zcösOV    I    /sindsinciy        /sinOsin(X)\ 

V  [rr)  +  [ — i — ;  +  V — ~c — ; 


Femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0  und 
^  Von  0  bis  l^r  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


1^        Itt 


Q  =  l     j      I  rsinOdcadddr. 


0  0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
''^^rthes  von  B  ergiebt  sich 


\n    \n 


^=iff 


sinOdcodO 


'c/     J  /cosO\^    .    /sin  0  cos  o!}\^      /sin  0  sin  c^Y 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
^^ge  der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
»Uerbei  zur  Abkürzung 
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80  erhält  man 

n       1  /'  •   «^/3  r  dm  j   ('sind de  % 

0  0  0        "^  "^^ 


j» 


_  jT   /* Sin  e  dd 

~  */  \//'cos^d    ,    stn«ö\  /cos»ö    ,    s«n20\' 

oder,  wenn  cosO  =  t  substituirt  wird, 

Das  Integral  gestaltet  sicli  noch  etwas  eleganter,  wenn  man 
Excentricitäten  des  Ellipsoides  in  Bechnung  bringt.     Unter  der  V 
anssetzung  a  ^  5  >  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

—  =  /*»   — z —  =  y; 


a 
es  wird  dann 


ö  =  \7thc  (,. 

0 

Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  dieüe  In 
gration  leicht  ausführen. 


§.  102. 
Substitation  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen 

Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  a 
log  der  in  §.  98  gelosten  und  betrifPb  die  Umwandlung,  welche 
dreifache  Integral 

1)  w=  fff^(^^  y»  ^)  ^«  dy  d^ 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Variabelen  rr,  y,  e  drei  n 
Variabclo  r,  s,  t  eingeführt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleich 
^on  von  der  Form 


I 
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erblinden  sind.  Um  diese  Substitutioiieii  nach  einander  Yorzoneh- 
len,  denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetat, 
ämlich 

)         »  =  9(r,s,ex   y  =  *i(a?,«,Oi   ^  =  «i(«.y.O; 

ie  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2); 
ie  zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  o;  =  9  (r,  8,  t) 
nd  y  =  if(r,8^f)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  derEli- 
ünation  von  r  und  8  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
tatt  der  Variabelen  ß  fuhr^  wir  die  Yariabele  t  mittelst  der  Gleir 
bong  0  =  Zi  (^s  ^s  0  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  Fi  (rr,  y,  t)  das- 
!nige,  was  bei  dieser  Substitution  aus  Fix^y^e)  wird;  dies  giebt 

W  =JJJf,  (X,  y.  t)  dxdy^d  t. 
Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  vhn'Xiix^yft)  mcht  an- 
3ben  lässt,  so  muss  der  Differentialquotient  -^  =  -^  aus  den  ur- 

>rünglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
it  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten, 
ad  nachher  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

dw  -      ,    dw  ,     ,    dw  ,. 

^=87^"+87^*+87^*' 
d0=^dr+  ^ds  +  ^dt, 
^d  wenn  zur  Abkürzung 

8r\88*8*       8r8s/"^8r\8s'8<       dt'  dsj 


^  +  8r\8s'8*       dt'  dsj' 


_  89  8^  _  85p  8i^> 
*~8r'8s        8«'8r 

>^Betzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  -r:  da  oder  djp  =  --  dt^ 
Jy  M 

'mithin  nach  Nro.  4) 

W=  JJfFi(x,y,t)  ^dxdydt. 

Schlömilcb,  Analyaa.  I.  ^ 
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Um  zweitens  statt  y  die  neue  Yariabele  8  einzuführen,  benutze] 
wir  die  Substitution  y  s=  ^^  («|5,Q  und  nennen  Fg  («|S,i)  daqenige. 
was  hierbei  ans  Fi  {x,y,t)  wird;  zunächst  haben  wir: 

6)  ^=///^«(^'«'^F''*  ^^''^*' 

Dabei  ist  noch  -^  =  :~  aus  den  Gleichungen  2)  herzuleitec=i:=3. 

08  08  ' 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  01eidinng^^3Q 

differenzirt,  dabei  x  und  t  als  Constanten  betrachtet  und  dr  dimini^^Ki 

Hiemach  ist 

»  =  If  ^'  +  Ü^-' 

und  wenn  zur  Abkürzung 

8<p 


^=8r 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 


d8  =  -^dy    oder    dy  =^ '='d8 
Ja  jj 

mithin  aus  Nro.  6) 

W=J J jFt{x,8,{)j-dxd8dt 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Yariabele  8  ein  mittelst  ^^®' 
Substitution  dP  =  9>  (r,  5, 0  nnd  nennen  Ft  (r,  5,  Q  dasjenige ,  i^^^ 
hierbei  aus  F^  (x^  8,  t)  wird.  Da  gleichzeitig*  8  und  <  als  Constant^^^^ 
zu  betrachten  sind,  so  ist  ein&ch 


mithin 


dx  ^=  -^^dr  =  Ldr 
dr 

W  =  f  r fFi(r,s,i)Ndrdsdt 


Beachtet  man  noeh,  dass  F^  (fi.SiO  nichts  Anderes  sem  kann,  ^ 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  9(r,s,0,  ^^CryStQ,  x(r,Si        ^ 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)    JJjF{x,y,g)dxdydg  =JJjFi%t,x)Ndrd8dt, 

worin  9,  ^,  %  aus  Nro.  2)  und  N  aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind« 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  geometrische  Betrad^^ 
tang.    Denken  wir  uni  nlmUdi  «^  y^ «  ab  die  ursprüngliohen,  rt8%  ^ 


in  dreifachen  Integralen.  48d 

8  neue  Coordinaten  eines  Punktes  F  im  Räume«  bo  dienen  die 
leichungeü  2)  sum  Uebergange  von  dem  ersten  aum  zweiten  Coor- 
natensysteme.  Es  sei  ferner  F  (x^  y,  e)  die  Dichtigkeit  an  der 
ielle  »p]g;  es  ist  dann  die  Kchtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

F[(p  (n5,e),  ^  (r,«,  0,  X  (*^» «.  0] 
i  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  F((ptt,x)  aohreiben.  Um  nun  in 
)iden  Cpordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
örpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
uen  Volumenelemente^  an,  welches  statt  des  früheren  dxdjfdsf  zu 
ben  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
nde  Coordinaten  hatten: 

«1^1^;    «4-  äx,y,e\    x,y  +  dy,B\    x,y,0  +  dß) 
c  +  dx,y  +  dy^0;   x  +  dx,y,z  +  dz;   x,y  +  dy,e  +  de\ 

X  -^  dx,   y  +  dy,    e  +  dg\ 
gleicher  Weise  ist  das  neue  Yohimenelement  ein  schiefes  Parallele- 
>ed,  dessen  Ecken  P,  Pi,  P3,  Pg  u.  s.  w.  die  Coordinaten 

r,s,<;   r  +  dr^s^i'^   r,s  -j-  ds,*;    r,»,*  +  ^*  ^'  s.  w. 

sitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Pensionen,  als  da«  Sechsfache  der  Pyramide  PP1P2PS  angesehen 
rden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
m  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten 
n  Pi,  P3,  Pg  mit  iiijiti,  |2^«&,  Is^^sCsi  so  wt  der  sechsfache  In- 
U  von  PP1P2P3,  also  das  Yolumenelement 

=  li(%ft  —  ijst«)  4-  i^iCfefe  —  Uli)  +  fitfafl»  —  i^n^y 

Ferner  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Coordinaten- 
atem  |i  =  a?i  —  x  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
rung  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 


«DM 


^         8«-.  8y,.    «^         8if,. 

In  den  neuen  Coordinaten  r,  s,  i  ausgedrüdct  ist  also  das  Yolu- 
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[0«  /8y  £5  _  gy  8^\        0y  /8£  8£  ^  80  8«\ 
drXds'dt       dt'dsj  '^  drKds^dt       dt*  ds) 

=  Ndrdsdt^ 

wofern  man  x^  y,  z  durch  9,  ^,  %  ersetzt.     Das  Mässenelement  wi~ 
hiemach 

F{%ii>,%)Ndfd8di, 

und  die  Summe  aller  Massenelemente,  d.  h.  das  dreifache  Integral 


rd 


/// 


F(%Jlf,x)Ndrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen 
r^Sft  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W 


=///i 


dxdydß^ 


(1  +  «a?  +  /3y  +  yir)3 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  0<x  -^  y  -^  z<h 

genügenden  x^  y,  z  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xye  bleibt  d^^s^n 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatenebenen  und  v^^ 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Goordinatenachse  d^^ 
Strecket  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xyz  oderJP  ^ 


Fig.  92. 


Fig.  92  als  Dur€^' 
schnitt    von    d^^ 
Hülfiwbenen,  w^' 
che   auf  folgen  ^^ 
Weiae  entstehe^j 
Erstens  legen  W^ 
durchPeine  Ebe^^^ 
parallel  su  der  vor:^" 
hin  erwähnten  vifli^^ 


ten  Ebene  ond  n< 
nen  r  jeden  i] 
gleichen  Achsenal:^^^ 
schnitte;  die  Glft^" 
chung  dieserEbeiP^^ 
ist 

und  in  der  Figur  OJB=  r.    Zweitens  legen  wir  dmrali  F  und  imcib 
den  Coordinatenanfang  eine  Ebene,  welche  mit  den  Ebenen  mp  m^ä 


V 
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xe  gleiche  NeigungswiDkel  bildet,  und  nennen  ö  jeden  der  Winkel 
XOSf,  XOff'i  die  Gleichung  der  Ebene  S^OS'  ist  dann 

y  -\-  e  =  xtanö. 

Endhch  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  ir-Achse  und  be- 
zeichnen mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  12  OT 
und  der  xy-Hhene-,  dies  giebt 

jer  =  ytcmv. 

Insofern  die  drei  Grrössen  r,  6,  z  die  Lage  des  Punktes  P 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  05,  y,  ß 
durch  r,  tf,  t  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  üeber- 
gange  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern: 

r 


X  = 


1  +  tan6' 


rtanö  '  rtanCtanx 


(1  4-  tow(J)(l  +  tanxY  (1  +  tan6){l  +  tmz) 

^Ur  Abkürzung  sei 

1  1  , 

1  -f-  tonö  '     1  -{-  tanv         ' 

^  ist  dann  einfacher 

»  =r  r«,    y  =  r(l  ■—  s)f,    ;er  =  r(l  —  s)(l  —  ^), 

^^^d  nun  mögen  r,  5,  ^  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
"^ie  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
'^t)rm  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
^^unen  wollte,  durch 

xt(l  --  s)               y(l  —  t) 
x  =  r8,   .y  =  —^ \    is  =  ^ — ^ '- 

^\i  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

^_  r  r  r f{r)r*{\-s)drdsdt 

J  J  J  [1  +  ars  +  /Jr (1  — s)<  +  Vr{\  —  s)(l -<)]»' 

Damit'  der  Punkt  P,  vom  Coordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
^,  0  von  \7C  bis  0,  mithin  s  von  0  bis  1,  und  r  von  \n  bis  0,  also  i 
Von  0  bis  1  aasgedehnt  werden.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

A  =  1  +  ars  +  yr(l  —  s),     J?  =  (|3  —  y)r(l  --  »), 
60  ist 
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All 


W=J'rV(r)ärf(l  -  •)«'«/(xf^ 


8 


0  0  VI/ 

Indem  man  femer  die  Abkürzungen 

1  4-  ar  =  a,    (a  ^  /})  r  =  6,    (a  —  y)r  =  c 
benutzt,  erhält  man 

4  +  JB  =  a  -.  &  (1  —  s),    ^  =  a  —  c  (1  —  «), 
2^  +  JB  =  2a  —  ^5  +  c)  (1  —  «), 
und  das  auf  s  bezügliche  Integral  wird  dann 

(1  ~  8)  [2a  —  (ft  +  c)  (1  —  s)]d8 
,     [a-&(l  -8)p[a-c(l  -«)]« 

Durch  Einfährung  von  1  —  s  :=  u  geht  dasselbe  über  in 

1 
w[2a  ■—  (ft  4-  c)u]dM 


/' 


/ 


(a  —  5w)2  (a  —  cm)» 


~  h  —  cj  !(a  —  5u)2       (a  —  cu)«r**  ""  a(a  —  5)(a---^' 


0 

mithin  ist 


10)         w=ir  ^  '"^ff"  , 

V  a(a  —  b)  (a  —  c) 


0 

Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  Ton  a,  h^ 

h     *— «     h — x—f 

V(*  +  y  +  e)dxdyde 


ff  19 


0  6       ^   .  +  ««  +  /Jy  +  y^)* 


=  >/; 


r»/(r)eJr 


^    (1  +«r)(l  +i5r)(l  +  yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  redudrt  o] 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function  /• 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  g 
werden  soll. 


Gap.  XYIL 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  103. 
Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 

^^^che  sein»  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  auf 

"*Vt>diicte  von  der  Form  f(x)dx  oier  f{x^y)dxdy  u.  s.  w.,  worin/ 

^i)i6  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 

^te.    Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Differentialquotient 

^in^r  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 

Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 

^liung  die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.     So  lässt  sich  z.  B. 

^e  Frage  nach  derjenigen  Function  y  von  x  stellen,  welche  ihrem 

c2f/ 
l>i£Ebrentialquotienten  gleich,  für  die  also  -p  =  ^  ist;  ebenso  kann 

Xnan  die  Gleichung  der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

SSübtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  —  =  — istu.s.w. 

AUe  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
lind  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
cL  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
vorkommen. 

Crewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 
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Ordnung  deB  höchsten  vorkorameuden  Differentialquotienten ,  indem 
man  engt,  dasB  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -^  reducirt  denkt, 

dx 

2)  nf  =  -  fM  oder  9(«.y)<»«  +  i>ix,9)dy  =  0. 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgirichuhgen  nftber 
betrachten ,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  Ton 
der  Form 

8)  g  =  Z(x,1,) 

X  und  y  all  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  iwar 
diu  Natur  der  Gurve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Linie, 
denn  die  Gleichung  8)  giebt  tant  =  ;t(^>^)«  ^^  ^  ^^^  Winkel  swi- 
Hohen  der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  beieioli- 
net  Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  AnfangBwertheap=flE;» 
und  y  =  yot  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gl|iclrong 
tanto  =  tix^^yo)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  o^fö 
einen  zweiten  Punkt  Xi  yi  und  betrachten  das  zwischen  Xq  y^  und  X\  fi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  fo  h^issen  möge,  als  nfthernng»* 
weise  zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  aweiten  Curven- 
pupkte  Xiyi  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construction  wieder- 
holen, also  tan Ti  =  x(xuyi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  tof 
ihr  ein  Stück  ti  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  %yi 
gelangen  u.  s.  f.  Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  ge- 
suchten Curve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  Ut 
^1,  t^  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwir 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ve^ 
folgbaren  Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  ia  der  Lösiuig 
der  Aufgabe  liegt  Da  n&mlich  der  erste  Punkt  Xoyo  willkflrlidi 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der 
in  Nro.  8)  verlangten  Eigenschaft;  diese  Gurven  sind  im  Allgemeinen 
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Ton  dfirselbeii  Natur  und  nur  Terschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
ßimeiunonen.  .  So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 
gleichung rp-  =  —  jede  Gleichung  von  der  Form  y  =  Vkx,  wo  Je 

l>eliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Yorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleidinng  entstehen  lässt. 
Differenanrt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,y,k)  =  0, 
worin  h  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

dF  .      ,    dF  . 

und  wenn  h  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

Qeofi  Gl^chung  zwischen  o?,  y  und  j^,  d.h.  eine  Differentialgleichung; 

letztere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  dem  k  ertheilt 
haben  möge.  Umgekehrt  ist  F(x^y,k)  =  0  die  zu  Grunde  liegende 
Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  niuss  darin,  wie 
vorher,  die  willkürliche  Constante k  vorkommen ;  ausserdem  würde 
man  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 
<^iiUre  Auflösung  der  Differentialgleichung  haben.  In  manchen 
Fällen  ezistirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 
Anfiösimg;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Yariabelen  Yomehmen  lässt,  d.h.  wenn 
^93x  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

^ringen  kann ,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  Y  eine  Func- 
l^ion  von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
^^  diesem  Falle: 


5) 


fxdx  4-  jTdy  —  Gonst.  =  0; 


^an  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
®iJi8tweilen  mit/(a?,y)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

äS  +  äPd^-® 

^^  Anwendung  bringt;  es  ißt  dann  ^^  =  2C,  :~  =  F,  weil  in  Nro.  5) 

cx  oy 


490  Cap.  XVII.  §.  103.    Grundbegriffe;  etc. 

die  Integrationen  so  geschehen,  als  wären  a  und  ff  von  einander  un- 

abhängige  Yariabele;  man  erhält  folglich  X  +  ^  ^  ^^  ^*  ^'^^  ™^^ 

der  Gleichung  4)  übereinstimmt. 

Etwas  allgemeiner  als  die  Differentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende : 

6)  Xi  Tidx  +  X2  Yiäy  =  0, 

in  welcher  X\  und  Xi  Ton  y^   Fi  und  T%  von  oü  frei  sein  mögen; 
durch  Division  mit  X2  Y2  wird  daraus 

-^  dx  -{-  ^dy^Q^ 

mithin  durch  Integration: 

7)  f^^dx  +  f^^dp=^Oonet. 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  mr  das  Pro- 
blem, die  Gurve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebene 
Function  q)(x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

dy  /  N    • 

oder,  nach  Trennung  der  Yariabelen, 

dy         dx 

mithin  durch  Integration: 

ly  =  Con^.  4-   I  —TT* 

Um  auf  y  zu  reduciren,  setzen  wir  e^*^*'*  =  0,  wo  C  eine  neue  will- 
kürliche Constante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 

9(xj 
y=Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 

(p  (x) 
Curven  zu  finden,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  ^4-r 

ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 


/; 
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Ueberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Subnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Functionen  der  AbsdaBen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 


§.  104. 
Substitation  einer  neuen  Variabelen. 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Yer&nderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  iSsst,  so  ist  es  h&ufig  von  Yortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhangigen  Variabelen  eine  neue  Yariabele  durch  Substitution  ein- 
zuführen und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  än- 
dere zu  yerwandelu;  niicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 

I.  £s  werde  die  Curye  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  :r- Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Radius vector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

t  =  F{ß). 
Da  zufolge   der  gegebenen  Bedingung  auch  iant  eine  bestimmte 
Function  von  ^on  0,  etwa 

tant  =  (p{tanO) 

sein  muss,  so  hat  man  bei.  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 

Welche  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulfisst.  Setzt 

man  dagegen  ^  =  t  oder  ff  z=  xt^  wo  t  eine  neue  abhängige  Varia- 

*        X 

bela  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1)  ^ 

2)  0?  — -  +•  «  =  9(0  oder  — -r ;  =  — , 

\  dx  .  ^  (p(t)  —  *        X 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.     Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form  ^(Q  =  Ja;  -f-  Consta  und  wenn  man 

statt  i  jBeinen  Werth  —  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

X 

suchten  Integralgleichung. 
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Soll  z.  B.  r  =  2  0  sein,  so  folgt 

2tane 


tanz  = 


oder 


^  _ 
dx 


1  —  ton«  Ö' 


2^ 

X 


-  ar 


die  drwähnte  Substitution  giebt 

1  —  <«         _d[£ 
*(1  +t^)  x' 

mithin  ist  durch  Integration 

li  —  1(1  + 1^)  =  Z«  4-  (Äm«fc 


Setzt  man  Const 


80  erhält  man 


oder 


2cy  =  a?«  +  y«,  y  =:  c  iVc»  —  a?». 


Die  gesuchte  Cunre  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Coordinaten« 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werdeu  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  yorkommen.  Ein  ferneres  Bei. 
spiel  hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogenen  unbekannten 


Fig.  93. 


Curve  sei  OM=x,  MP=p  (Fig.  93); 
aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Radius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben .  von  0  aus  die  Tangente  0  Qt 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  o;- Achse  eine  Gerade,  welche 
die  y-Achse  in  B  schneidet,  und  Ter- 
bindet  endlich  B  geradlinig  mit  P; 
man  verlangt,  dass  JSP  die  Gurre  in 
P  berühre.    Die  Gonstruction  giebt 
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X 

und  da  andererseits  bei  jeder  C\irve 

OR  =  y  —  xtanx 
ist,  so  hat  man  die  Differentialgleichimg 

^äy  _yVx^  —  y« 

^^Tx  = X 

oder 


^j.  =  y.  - 1\/ i  -  (y.\\ 

dx       X        X    Y  \x/ 


Mittelst  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus 

x^  =  ^  * VT^Voder  -  -r7-ii=  =  ^ 
und  durch  Integration 

wobei  a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.     Nach  Restitution 
des  Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

X  +  Vä«  —  y»        X     .  2aofl 

==  —  oder  y  = 


y  a  ^       a»  4-  ir2' 

wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

IL    Die  Substitution  y  :=  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo« 
genen  Differentialgleichung 

gute  Dienste;  es  wird  nämlich 

WO  nun  die  Yariabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 
wie  vorhin  geführt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curre,  für  welche   die  von  der 
Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  y^  Achse   abgeschnittene  Strecke 

==  jrp  ist,  wobei  h  eine  gegebene  Linie  bedeutet,  so  hat  man  die 

9 

Differentialgleichung 


494     Gap.  XVIL  §.  104.    Substitution  einer  neuen  Variabeleu 

^  da?  ~  S»p 

oder 

da?      X      ^^  y, 

X 

Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  dies 

di  ^*    1      1      ^  -.^  ^äx 

X  —  ^  ■"—!"• —  oder  »ar  =  —  • 

dx  l^    t  5»  • 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  =  — —-  gesetzt  wird, 

2  0* 


««    ,    o»  xV  a^  —  a?3 

*^  =  -p  +  p.  y= j- 

Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius*  a  beschriebe- 
nen Kreises  ist  die  Gurre  leicht  zu  construiren;  sie  hat  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 

III.    Um  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen ,  betraebten 
wir  die  Differentialgleichung 

gx  dy  ^f{x)q>{Vx'^  ^  y^)  ^  x 

dx  y 

oder 

Setzt  man  hier 

aj«  4.  y»  =  r», 
so  folgt  durch  Differentiation 

,       dy         dr 

und  aus  Nro.  6)  wird  einSacher 

^>  '5^  =/(«)9'W  oder  ^  =fix)dx, 

WO  nun  die  Sonderung  der  iVariabelen  ansgeffthrt  ist* 

Verlangt  man  z.  B.  die  Garve,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  a;*Achse  abgeschnittene  Stack  in  constantem  Verhältnisse  znm 
Radiusvector  steht,  so  hat  man,  wenn  e  die  gegebene  Verhältnisnahl 
frezeioluiet^ 
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Die  oluge  Salwtitiiti«»  giebt 

-  =  *,   r  =  *.  +  e. 

welcbes  die  aUgememe  Gleichung  der  K^ebelimtte  ist 
Brennpunkt  zum  Coordinntenrnntog  und  die  Haupiadiae 
genommen  wird. 


S-  105. 
Sabstitation  sweier  neuen  Vaiiabelen« 

L    Eine  ziemlich  allgemeine  nnd  häufig  Torkommende  Diffinren* 
tialgleichm^  ist  die  folgende 

1)  ll  +  Zy  +  X,  =  0, 

worin  X  und  X^  irgendwelche  gegehene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  p  =  xi  würde  hier  zu  keinem  Resultate  föh- 
ren ,  man  versucht  daho*  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  jf  als  Product  zweier  neuen  Yariabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
man  demgemäss 

2)  »  =  «*'•  5i  =  *'5i  +  "5J' 

80  erhAlt  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichnng 


(: 


;g  +  x.).  +  (.*  +  :i.)=a 


Diese  ist  erföllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  und  t;  den 
zwei  Bedingungen 

3)  ä^  +  ^«  =  o.  ~5^  +  ^  =  ö 

genügen.     Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sondefung  der 
Yariabelen  und  Integration 

—  =  —  Xäx,   ?t«  ==  -^  fxdx  +  A, 

oder  wenii  e^  =  ^  gesetzt  wird, 
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4)  u  =  Be-^'". 

Aus  der  zweiten  OleichuDg  in  Nro.  8)  folgt  unter  Benutzung  des  für 
u  gefundenen  Werthes: 


5)  »  =  Const.  —  —    /  Xo  « ''■•''"  dx. 

Wegen  y  =  tfr  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B  .  Const.  =  C  ge- 
setzt wird, 

6)  ,    y  =  («->■"')  [c-fZo/"""  dx). 

Beispielsweis  suchen  wir  die  Curve ,  bei  welcher  das  von  der 
Tangente  auf  der  y- Achse  abgeschnittene  Stück  =  yax  —  y  ist. 
Die  Differentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 


-x^^^VTx- 


»       -dx 


oder 


'i-h-Vi--^ 


68  ist  also 


Mitteilt  der  Formel  6)  erh&lt  man 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  (7  =  •--    geieUt 
wird, 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leidit  sa 
construiren. 

IL    Auf  die  Differentialgleichung  1)  l&sst  sich  die  folgende 

^^  ^^'^  Tx  +  ^^^'^  +  Xo  =  0 

zurückführen,  worin /(jt)  eine  gegebene  Function  Ton  B  allein  m^ 

f{e)  ihre  nach  b  genommene  Derivirte  bedeutet.    Setzt  man  nlmfidi 
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8)  f{z)  =  y  m\iYimf{z)de  =  dy^ 

80  erhält  man  die  neue  Gleichung 

g  +  X2^  +  :Xo  =  0. 

irelche  ganz  mit  Nro«  1)  übereinstimmt.     Das  Integral  von  Nr.  7) 
'8t  daher  nach  6)  und  8) 

Zü  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Diffaren« 
^cügleichung 

^A8  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

«»^-1  —  +  Xs^  +  -Xo  =  0. 
dx 

äier  ist/(jer)  ==  g^  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10)  • 

Li)  ^  =  (e-/-^*'*)  (c  —  fx^ef^^'dü^. 

5eiat  man  in  Nro,  10)  iw  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)X  an  die 
stelle  von  X,  ebenso  (1  — n)Xo  an  die  von  Xq  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

15)  |£  4.  X0  +  Zo^  =  0 

^d  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  jpi-»  ==  ^c~^^-">A^^)  je—  (1  ~n)yXoC^*-''>/-^'''  da?j  • 

Ist  z.  B.  gegeben 

dz    ,    a       I    .   •        /v 

Bo  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  « 


C(l  —0)00^  +  Ix^ 
and  für  a  =  l 


e  ^=r 


a:(c  +  hlr) 


Bchlömilcii,  Ajialjsjs.   I<  ^^ 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Factor.* 

I.    Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Yariabelen  zu  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung Yon  der  Form: 
1)  q>ix,y)dx  +  ip(x,y)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function  /(a?,  y%  ist  also 

9i^^y)dx  +  7i}{x,y)dy='^dx  +  ^dy  =  df, 

so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn/(a5,y)  =  Const. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

xdy  4"  ydx^=  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy)=^0 
einerlei  und  folglich  xy  =  Gonst.  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde 
liegende  Function  f{x^  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  zu 
entwickeln.  Zur  liösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

q>.dx  +  ^f'dy 
ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von  /,  d.  h.  mit 

a/  ,    .  a/ , 

^  dx  ■{-  ^  dy 

ex  cy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziehung 
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auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  o?,  so  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

8y8a?        8y  '   8ir8y  ~  8«' 
deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  mnss  dahef 

2)  89^8^ 

8y        8ic 

>ein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  q>.dx-{'if.äy 

das  vollständige  Differential  yon  /.    Um  die  letztere  Function  zu  be* 

'8/ 
BÜmmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  -^  =  q>;  aus  ihr  folgt 

ox 


=f<p. 


dx  +  K, 


vo  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  f/)  be- 
sieht und  K  eine  Constante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y  enthalten ,  also  eine  Function  von  y  sein  kann.  Sie 
bestimmt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Besiehung  auf  y 
differensirt,  wodurch 

■nttteht;  dies  mnss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  bat  daher 

folglich 

K=  G  +  Ji^.dy  —  f^yj^  ^^• 

In  den  früheren  Werth  von/ substituirt,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung /  =  0,  nämlich: 

3)  C  +  Jv.dx  +Jif.dy  ^JdyJ^  dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Ya- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

(x"'  +  y)dx'\'{y^'\-x)dy=:0, 
n&mlich: 
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dy  ~  dx' 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

Jif.dx  ^fisr  +«)^y  =  -f^  +  ^y^ 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 

II.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine  Differential- 
gleichung zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  yon  der  Fonn 
f(x^  y)  =  Canst  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Bedingmif 
in  2)  unerfüllt  bleibt  Stellt  sich  n&mlich  das  Differential  der  Olei- 
chung/=  Canst  unter  die  Form: 

4)  ((p.dx  +  if.dy)x  =  0, 

wo  9,  ^  und  X  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  %  weglassen ,  weil  die  rechte  Seitfl 
=  0,  X  ^^^^  ^oa  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Olei- 
chung  (p,dx  -{-  ijf.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  yollständigei 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt  Aoi 

X 

der  Gleichung  —  =  Canst.  z.  B.  folgt 

-  ^a:  —  ^  d|/  =  -  Ijfdx-xdy]  =  0. 

oder: 

ydx  —  xdy  =  0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  Tollstftndiges  Differen- 
tial und  in  der  That  ist  auch 

dy  dx    ' 

in  der  zweiten  Form  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Terloti  dei, 
gemeinschaftlichen  Factors  -^  zu  einem  unvollständigen  Differential 


sf 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 

ö)  q>.dx  +  ilf.dy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedinfirunff  ;—-  =  r—  nicht   genü- 

oy        ox     ■ 

gen,  80  ist  doch  die  Torige  ]^tegration8methode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in  ein  voUstän- 
diges  Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  (p  .x  =  (pu  i^  *X  =  flfi 
setzen  und  dann  mit  91  und  ^1  ebenso  wie  vorhin  mit  q>  und  t^' 
_  Operiren.    Der  Factor  %  moss  &ber  so  beschaffen  sein,  dass 

8(9 -X)  ^  8(^-Z) 
dy  dx 

^8t;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

^  ^  dy        ^  dx  ^  \dy       dxJ  ^ 

^ie  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
^eder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
Uieistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
^tt  80  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem YerfjEihren;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen  Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy-^Xo)dx  +  dy  =  0, 

^o  X  und  X«  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  1  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

^f^n  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Function  von 

*  allein  denkt,  wodurch  —^  =  0  und 

dy 

-P  +  Xx  =  0,      ^  =  Xdx, 
dx  ^  X 

fXdx 

=  /  Xdx,         X  =  ^ 


"=/■ 


^^    Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  fXdx 

{Xy -\- Xii)e         dx  +  e        dy  =  0 
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erfallt  in  der  TLat  die  Bedingong  der  Integrabilitfit  (Nro.  2),  wenn 

JXdx  fXdm 

9  =  (Xy  +  Xo)e        ,    *  =  e 
gesetzt  wird;  zugleich  ist: 

/^      fXdm  p        fXdx 


fXdx 


und  80  ergiobt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n 

8)  C  +  y«         +  y  : 

eie  izt  dieaelbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §•  105  gefunden  wurde. 


fXdx  p        fXdx 

X^e        dx  =  0, 


§.  107. 
Dlfltoentialgleiohungen  Tersohiedener  G^ade. 

L    Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  Ord- 

du 
nung  behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  ^ 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten 
Orade,  oder,  wie  man  h&ufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  ^  enth&lt,  so  ist 
sie  von  der  Form 

worin  Zi ,  2^,  •  •  •  Zn^u  ^  Functionen  von  «  und  y  bezeichnen' 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der 
artigen  Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Oleichnng 

dy 
in  Beziehung  auf  —  als  Unbekannte  auflöst ,  wodurch  man  im  All- 
gemeinen n  verschiedene Werthe/1,/9,  •••/«,  sftmmtlich Fanotionen 
von  X  und  y,  erh&lt  und  nachher  die  n  DifiSerentialglfliohiuigen 
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2)  ii  —  f^y  —  f        ^y  —  f 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.     Nennen  wir 

die  Integralgleichungen  jener  n  Differentialgleichungen,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chang,  und  die  aUgemeihste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

^)  9i  («?t  y»  ci)  •  Vi  (»» p^Cf)  —  9«(«.  y»  eil)  =  o. 

I^ie  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
^gt,  wenn  man  Ci  =  C2  •  •  •  =  CJ,  =  C  nimmt;  denn  setit  man 
^Qr  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
Und  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
^xich  die  Werthe  Q,  Cj,  .  .  ,  0,  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 

^  \dxJ        a«  -  ^-  •      . 

I^ie  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
^d  in  diesem  Falle : 

dp       Vxy  _  ^      dy   ,    V^y  _  ^ 
dx  a  dx    '       a 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 

ya  Va 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

oder,,wenii  Ci  =  C^  =  C  genommen  wird, 

6)  .    (Vy+  Cf)«-||  =  o. 

n.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  baufig  vortheil- 
hafk,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 
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„  ,  =  *(..^)od„.  =  «.(„^), 

wobei  -^  kurz  mit  %f  bezeichnet  werden  möge,  und  sie  in  der  neuen 

Gestalt  noch  einmal  zu  difiPerenziren. 

Aus  y  =  0{x^ff)  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

^^  ^—       dx        ^"       df^      '1^' 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden  Yariabelen  x 
und  y''^  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 
f(j^il/i(^  =  0,  welche  mit  y  =  0(Xff/)  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  ^  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y 
zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Fprm 
X  =  ^(y,yO  gebracht,  so  wird 

dy       ^  ■*         öT       dx' 
oder,  wenn  man  die  Beziehung 

d£_d£  dy_d£    , 
^  dx        dy    dx       dy  ^ 

in  Anwendung  bringt, 

10)  l_y___+y     ___.^. 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  y  und  j/,  il^r  Integral  ist 
daher  von  der  Form  /(y,  j/,  C)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x  =  ^{y^y^)  die  Yariabele  ^  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  au! 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Cnrve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  X  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 


9 


oder  auf  y  reduoirt: 
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11)  y  =  x^  --  Tr—Z' 

Die  DifiPerentiation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger   He- 
bung von  y*i 

12)  0=L--7=^ 1^. 

und  daraus  folgt  entweder 

13)  3^  =  0,   oder  x  —  ,.      ^  =  0- 

dx  V7M-yy 

Die  erste  Gleichung  giebt  |^=.  C  und  durch  Substitution  inNro.  11): 

n  aG 

yi  +  c2 

d.  h.  eine  Gerade,  was  it^  der  That  richtig  ist ,  da  alle  Tangenten  an 
«iner  Geraden  mit  let^teärer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 


V     AS    


2 

,        '   a3  —  a:« 

y  = 


mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

/  8  ^\" 

y  =  —  ( «8  —  a:«  ]«• 

Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

aC  a  a  9 

y  —  Ca?  4-  ,, =  0  und  a;3  -f  ys  —  «a  r=  0. 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebenS  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form  "^ 

14)     tt"  +  i^i(|-)»'"-'  +  F,(^yy'-'  +  •••• 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwieiig- 

y 

kdten.    Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  —  =  *  zu  setzen,  wodurch  die 

X 

Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  f{y\t)  =  o 

stellt,  die  man  entweder  in  .Beziehung  auf  ^  oder,  wenn  dies  um- 
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Btändlich  wäre,  nach  t  anflösen  kann,  wodurch  man  entweder  ^ 
=r  <p(t)  oder  t  =  if(^)  zum  Resultat  erh&lt.  Andercrseitfl  iltw^ 
gen  y  =  xt: 

und 

dx  dt 


Hat  man  ff  durch  t  aufgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nnrti 
war  aher  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  ^  tot; 
in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist 

16)  "  =  /j?4l. 

oder  auch 

17)  i,  =  _i(y_o  +  y*_^, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  sweite  be- 
nutzen, jenachdem  yf  durch  i  oder  i  durch  y^  ausgedrückt  ist  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  h  = 
X  (0  +  ConsL  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetsen^ 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx  =  x(i/)  +  Qn^' 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  yon  y'  aus  der  Torstehenden  rmi 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve ,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes  durch  die  Gleichiiog 
8  =  Y2xyf  oder 

VT^^dx  =  VTxy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleiohnng: 

fta  y  =  xt  findet  sich  hieran«: 

^~    2T^n    •  ^       "Vätirr* 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

lx=   I —7=  dt  =  0  —  1(1  — i)—  I r-r7=' 


-/ 
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Hier  ist  ^ie  noch  übrige  Integration  durch  Wegschaffung  des  Wur- 
zelseichens  (t=u^)  leicht  auszufuhren  und  giebt: 

m  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  ^  =  —    die    Gleichung 

X 

der  Cure: 

1 

^obei  e+^  =  c  gesetzt  wurde.     Zur  Construction  der  Curve  würden 
übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  V  mx^  +  ny^  also  durch  Dif- 
ferentiation 

''öd  Termöge  der  Substitution  y  =z  xt 

Vw  +  n«» 
(m  +  ne«)  (1  +  y«)  =  (m  +  nfyO». 
^iese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  f/  oder  t  zu  reduciren- 
*^  ebfachsten  wird  die  Sache  für  n  =  1,  man  findet  nämlich 

*^-*= v^ — 

'^^^d  naeh  Formel  16) 


_     Vm        r     dt 
*~  Vm— 1  J  Vm  +  e« 

Vm 


K  m —  1 

^der,  wenn  0  =  Za  gesetzt  wird,  wo  a  eine  ntoe  v^lkür liehe  Gon- 
^^«nte  bezeichnet 

£  _  /y  -^Vfnx^  +  y«\ 
a        \  Ä  /  * 

^  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  zu  reduciren;  für 
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m  =  I  8.  B.,  und  wenn  man  lor  Yereinfachting  |a  an  die  Stelle  tgd 
a  treten  läset,  hat  man 

8  =  Vix^+y^,  y=^^_l^V^ 


§.  108. 
Die  Bingulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 

In  dem  Abschnitte  IL  des  vorigen  Puragraphen  begegneten  wir 
der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  DifiPerentialgleichnngswei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willküi'liche  Constaote 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 

y  z=i  xij  — 


Vi  +  y  « 
folgte  nämlich: 


aC 

y 


—  V^i  jT^  ^^^  ^^^^  a?  4"  y*  =  «■• 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  ans  jenem 
hervorgehen  müssto;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  AuflöstiDg 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammeo^ 
hängt,  wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
I.  Die  gegebene  Differentialgleichiuig  sei 

1)  fi^^y^t/)  =  0, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetat  werden, 

nämlich 

2)  F(x,y,C)=iO; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Oleiohung  als  OleiolinDg  deijenig«B 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  dib  durohNro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Oleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eis« 
einzelne  Curve,  sondern  vielmehr  eine  ganse  Schaar  von  Cnr?eDf 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkflrlifihen  Coutaateii  C' 
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^e  möglichen  Werthe  giebt.    Zwei  aufeinander  folgende  individaelle 
Cmres  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

F(ir,  y,  *)  =  0,    F(x,y,k  +  dh)^0 

oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Oleichungen 

darstellen,  and  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Cürve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
dem  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt; 
sie  gilt  endlich  auch  für  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurven,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  h  alle 
Möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Gurye  F(Xjyyh)  =  0  genügt,  so  genügt  g'ener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
^^g  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
Also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  Je  aus  den  Gleichungen  3) ,  oder 
^  aus  den  Gleichungen 

4)  Fix,y,O  =  0,    '-^^  =  0 

^liminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
iiicht  nothwendig  zu  existiren ;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Schaar  von 
^Qrven  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
1^  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
^  Biehtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
'lifierenziren  und  nachher  aus  den  Gleichungen 

dx        ox        oy  dx 

die  wiUlcürliche  Constante  C  eliminiren,  weil  G  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so ,  dass  mau 
die  Gleichung  F  =  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  einsetzt.  ^Bei  der  Auflösung  von  F  =  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  C  =  (p(x,  y)  und  daher  ist 
im  Allgemeinen  C  als  Function  von  o;  und  ^  anzusehen ;  beachtet  man 
dies  bei  der  Di£ferentiation  der  Gleichung  Jl^  :=:  0,  so  hat  man  voll* 
st&ndiger 

^  dx  ~  dx  ^  öy  dx^  dC  dx ' 

Die  Elimination  von  C  aus  F  =  0  uud  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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zu  demselben  Resultate  (Nr.  1)  föhren  wie  die  Elimination  von  C 
aus  den  Gleichungen  5) ,  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweiten 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dC 
ist     Dazu  gehört  entweder  -—  =  0  d.h.  C=  Gonst.^  wodurch  man 

dx 

auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

und  wenn  sich  hieraus  für  G  eine  Function  von  x  und  p  findet,  so 
giebt  deren  Substitution  in  1^  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Constante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singuläres 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  dass 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singulare  ist. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  ffucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet, und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential- 
gleichung der  Gurre  lautet: 

8)  yVl  +  y»  =  Va(x-\-yy'); 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  yorigen  Paragraphen  unter 
Nro  n.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten, 
auf  X  zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung  yon  p  eine  quadratiacfaa 
Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun 

9)  y*(l+3/*)  —  ayt^  =  ax, 

and  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx~^*         dx~^  dy 
Gebrauch  macht, 

(Syy - a)  j yj/  1^  +  (1  +  y«)j  =0. 
Diese  Gleichung  zerfUlt  in  die  zwei  nachstehenden: 

10)  yy'^  =  -(i+y").      2yy  =  a, 
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^elclie  durch  Trennung  der  Yariabelen  integrirt  werden  können.  Die 
ei'ste  Gleichung  giebt 

r  ^H fAi 

oder  }?(1  4-y'*)  =  —  ly+  Cbiw*.,  d.  i.  wenn  Cbnst.  =  Wi  gesetzt 
wird, 

das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  Toratehenden  Werthe  in  die 
Crleichung  9)  substituirt  werden, 

^et  ftr  l>  =  ac,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 
11)  (ä— c)*  +  y2  =  a(j. 

IHe  iweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  y*  =  — ,  und  durch  Sub- 
stitution in  Nr,  9) 

1^)  y3  —  aÄ  =  Ja«. 

^ier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singnläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  ^Methode  aus  jmiem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

J'(a;,y,c)  =  («  — c)2+  y2  —acrrrO 
Setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

— V    ---  =— 2(a?— c)  —  a  =  0 
oc 

^minirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  c===a?-4'  |^,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

Ja«  +  j/»  —  a(a;  +  |a)  =  0, 

Was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
<^hung  11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
scissenachse  liegen  imd  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfange 

ist,  Voi  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
Werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirteu  Parabel  ein- 
gehüllt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann.  Der  AnschauHchkeit  wegen  betradite&  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  eiohüüende  Gurre  eadstiren  soll,  somossen 
die  beiden  Cnrven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  Ton  CinNro.  2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  x^  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Gurre  lasst  sich  demnadi 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Gurve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  C  gehört  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Gurven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  es  müssen  also  am  Punkte  ^jf  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  yerschiedene  Tangenten  Yorhanden  sein,  d.  h.  es  muss 
tant=f/  mindestens  zwei  Terschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  sie  di- 
rect  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung /(a;,^,^) =0,  indem  man 
diese  nach  t/  auflöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklidi, 
dass  eine  singulare  Losung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegdMiie 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nennen  wir 

ff  =  9(«.y).      1^  =  ♦(«.yX      y^  =  z(«,y).  •  •  • 

oder  kurz  ^«^«X  ®^  ^®  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fandamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

/=  (^_9)(j^_*)(y_X)  .". . .; 
durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  ff  folgt  hieraus 

g  =  (y-*)(y'-x)  •  •  •  +  (y-9>)(y-r)  •  •  • 

+  (y— 9)(y— ♦) — I — 

und  hier  yerschwindet  die  rechte  Seite  weder  f&r  ff  z=i  q>  noch  för 
ff  =  if  eta,  fidls  9>,  if,  %  etc.  Yon  einander  Torschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Gurve  liegt 
Er  gehört  dann  drei  Gurven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C  und 
C  -\-  dC  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Gurve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  ff  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  9,  ^,  %  etc.  einander  gleich  werden. 
Für  ^  =  9  erhält  man  aber 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  ff  =  (p  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  yorhanden  sein  soll, 
so  müssen  die  Gleichungen 
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zusammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singulare 
Integral  durch  Elimination  von  ^. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


yt/(^-yt/)  =  a^; 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist.  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  p^  =z  g 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

ac        c»  ~    • 
woraus  als  singulSres  Integral  folgt 

y4  =  4  a^x'^. 
Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,. so  eliminirt  man  j/  aus 
den  beiden  Gleichungen 


und  erhmt  wie  oben  ff*  =  ia^x\ 


M=^(.^-|)  =  «, 


§•  109. 
Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  fuhren. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be» 
steht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind» 

BoblOmilob,  Aiudyni».  I.  ^^ 
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es  ist  dann  immer  su  erwarten,  dass  auch  das  Integral  nngef&hr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  s.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

1)  ^^         +         ^y         =  0 

V 1  +  aa?»  4-  hx^       Vi  +  ay^  +  hy^ 
in  welcher  swar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.     Um  eine  Andeutung  über 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  ipe- 
ciellen  Fall: 

«\  dx         ,         dy  ^ 

2)  +  ,;  =0; 

Vi  —  a?»       Vl—yi 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  aresin  X  -\-  aresin  y  =  Const, 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  su  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Samme  sweier  Bögen  macht  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  fi  dessen  Sinus,  so  kann  Const.  =  arcw^f 
gesetzt  werden ,  wo  fi  die  neue  willkürliche  Constante  bezeichsei 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  -f  aresin  y  =  aresin  ft  läset  lieli 
schreiben 

sin  (aresin X  -f-  aresin y)  =  jü, 
wo  man  linker  Hand   die  bekannte  Formel   für  sin  (u  -|-  v)  in  An- 
wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =z  x^  cos«  =  Vi-"*'» 
sinv  =  ^,  eosv  =  VI  —  y^  berücksichtigen  muss.     Das  geeucbte 
Integral  ist  demnach 

4)  xVl  —  y3  4-  yV^l  —  ««  =  IL 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  vai 
y,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Beclmuog 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

^2  =  a?2  +  y«  —  2äV 4-  2xy  Vi  —  «>  Vi  —  y', 

5)  fi»  —  (x* -\-y^  =  2xy  {V  1  —  ä?»  Vi  —  y«  —  xy]. 
Femer  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  ^s  =  (l— ««)(1— y2)~2ÄyVl  —««Vi  —  y»+^»'' 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

V^l  —  fi«  =  Vi  —  a?»  Vi  —  y»-  xy. 
Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Qleiohung  5)  wird  I«^ 
tere  rational,  nämlich: 
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«*  +  y"  +  2V1  —  ft^icy  —  fi2  =  0, 
oder  für  fi«  =  -5- 

6)  ^(^^  +  y*)  +  2V^A(A— l)ajy  —1=0. 

I)a8  Integral  der  DifferentialgleichuDg  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
dehong  auf  x  nnd  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades, 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
hegt  die  Yermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Pnnctioii  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)  /(a.,y)  ==  ^a;V  +  B{x^  +  ys)  +  2  Crry  -  1  =  0, 
'''''orin  die  Coefficienten  A^  B,  C  vor  der  Hand   noch  unbestimmt 
hleiben  mögen.     Um  zu  versuchen,  oh  die  vorstehende  Form  der 
^^erentialgleichung genügt,  gehen  wir  f(x,y)  die  beiden  Gestalten: 

f^(Ay^  +  B)30^  +2  Cy.x  +  iBy^  —  l)  =  Yx'^ -\- 2  YiX  +  Y2, 
f^  {Ax^  +  B)y^  +  2  Gx.y  +  iBx^  —  l)  =  Xy^  +  2Xiy  +  X2, 
^orin  r,  Fl,  Fj»  ^»  ^11  3^2  zur  Abkürzung  dienen,  and  entwickeln 
die  beiden  partiellen  DiSerentialqaotienten 

Subttitairen  wir  sie  in  die  ans  der  Gleichung  f{x,y)  =  0  folgende 
Differentialgleichang 

1^  rf*  +  1^  dy  =  0, 

0»  oy 

(Tx  +  r,)  da;  +  (Xy  +  Xi)dy  =  0, 

8)  d«  ■  äy 

iJie  Bweite  Form  /  =  Xy'  +  2  Xi  y  +  Xj  =  0  giebt  femer,  wenn 
Q>an  sie  als  quadratisohe  Gleichung  behandelt, 

Xy  +  X,  =  YXy^  -  XX, 
^Wso  die  erste  Form 

roj  +  Fl  =  V^Fi»  -  YY^ 
^d  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt,  erhält  man 

9)  ^^  I     ,^        ^y 

Vxi»  —  XX,     V  Tx*  —  rr, 


80  wird 
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als  die  DifferentialgleicfauDg,  welcher  die  inNro  7)  gemachte  Aimahm& 
genügt     Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral    der  ursprüng^ — 
liehen  Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  and  9)  iden  — 
tisch  wären.     Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xu  X«,  Tt  ^i»  ^s  ha^-^ 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 

dx  dp 


y^iH ^        x'^—Ax^    y  \  H v^—At 

woraus  durch  YergleichuDg  mit  der  Differentialgleiehung 

10)  ^^        I         ^y        -^ 

Vi  +  ax«  +  fea:*     Vi  +  ay^  +  5y* 
folgende  Bedingung^i  hervorgehen: 

11)  A  --  B^  '\-  C^  —  Ba,     ^  =  —  ft. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  hestimmen,  etwa  -4.  =  —    ^ 
C  —  VbMTBo'+T,  der  dritte  {B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  Ai^ 
Integrationsconstante.     Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  Tli^t 
die  Gleichung 

12)  Ax'^y^  +  i5(aj2-f  y«)  +  2  Oa?y  —  1  =  0 

das  allgemeine  Int^rral  der  Differentialgleidbung    10)  darstellt,  so- 
bald die  Goefficienten  A,  B^  C  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin-     | 
gungen  genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  t.  B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege« 
Sei  1  -}-  ax^  -}-  hx^  =z  f{x\  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

oder  umgekehrt 

V7(^=  ^1+^  und  VTöö  =  ^^. 

Vermöge  der  Werthe  von   Z,  Zi ,   F,   Fi  findet  man  hieraiw  söl»' 
leicht 

d.  i.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1  —  Ax^y*  für  B(x^  +  y*)  +  2  C^ 
Bobrmbtf 


\ 
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^Vm ^  y  VW)  = '-^^^^ 

oder  endlich,  weil  ^  =  —  &  nnd  i?  eine  heliehige  Constante  war, 

1  —  ox^y^ 
^iese  Integralgleichung  ist  für  die  Differentialgleichung  10)  dasselhe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
^n  der  That  werden  beide  f ür  a  =  —  1,  5  =  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der   Integration   durch   Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

dx dy 

V^ao-f-öiir+a2a?*-f-a3a;3-fa4a?<       V  ao+ai  y+a,  y^-\-az  y^+a^,  y^ ' 

^nd  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
lungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 
Integration  durch  Beihen« 

Der  yorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
eich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  q)(x)  einer 
Differentialgleichung  Fix^y^yT)  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme,  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Potenzenreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  mnsB,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Beihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Beihe  für  97  (x)  existirt, 

1)        9,(0;)  =  9,(«^)4-^(a;.)ilp  +  9''(^)^II^'  + , 

wo  x^  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F(x^y^^  auf  ^  =  9'(»)  reducirt,  in- 
dem wir 

yT  =  (p'(x)=Mx,y) 

setzen,  so  führt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
drücken von  folgender  Form: 
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qr{x)  z=zf^{x,y\  q>^\x)  =f^(x,y)  u.  s.  w.; 

für  X  =  Xq  werden  diese  Gleichungen  su 
2)        q>'(xo)=fiixo,yo),         ^"(«b)  =/«(«o.yo)  u- s.  w, 
in  welchen  ^o  den  individuellen  Werth  de«  y  hezeiohnet,  der 
Werthe  a?  =  aJo  entspridit.     Durch  Substitution   der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

+/3(a^iyo)Y^Y73  +""• 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  seifl) 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 
4)  ip'(x)  =  y  =  1  +  A(y  -  4 

80  liefert  die  sacoessiTe  Differentiation 

q>"(x)  =  y"  =  A (y*  -  1)  =  A» (y-*), 
<p"'(x)  =  f  =  l^d/  -  1)  =  A»(y-«) 

n.  s.  w. , 
und  für  «  =  aJo,    p  =  y^, 

<p'ixt)=  1  +  A(y,— «b), 

9)"(a!,)  =  A«(yo-«»). 
9'«(a%)  =  A»(yo-a%) 
o.  s.  w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

oder  auch 


,  =  *  +  ör.-^)  JH- i^Ipl  +  *Ü^Z^  + 


•  »J  • 


Die  eingeklammerte  Reihe   convergirt   immer  und  Iftast  sich 
Summiren,  dies  giebt: 

y  =  «  +  (s^  — a^)c*<*-**>=  X  +  (^  —  «^)e-***  e*', 
d.  i.«  wenn  der  oonstante  Factor  mit  C  bezeichnet  wird, 

ö)  y  =  «  +  c«*-, 

WM  man  auch  direot  leicht  finden  kannte. 
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Statt  der  Taylor'schen  Reihe  henutzt  man  häufig  den  Mac 
Li aur in' sehen  Satz  (d.  h.  man  setzt  o^  =  0),  in  welch<)m  Falle  y 
die  Form  Äq  -f  Äi x  -\-  A^ x^  -\'  etc.  erhält;  die  €oefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  hestimmen,  dass  man 
die  für  p  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
and  wie  im  yorigen  Paragraphen  die  resultlrende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B. 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f(x)  eine  Function  von  der 
Form  Oo  4"  ^  *  +  ^1  ^*  +  ^^•t  so  giebt  die  Annahme 

7)  ff  =z  Ä  +  ÄiX  +  Ä^x^  +  Ä^x^  -I-  .  .  .  . 

statt  dw  Gleichung  6)  die  folgende: 

lÄi+A^  +  {2Ä2  +  2^u4i)a;  +  (3  Ä^  +  2ÄAi+  Äi^)x^  +  ... 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^,  x^^  ^^  n.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen ;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach : 

8),        -4=00  — -4.2,    -4,  =  |(ai  — 2  00-4  +  2-4«)  u.  s.  w., 

d,  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A^  welcher 
Unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Yerfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung ,  dasB  die  der  Differentialgleichung  F{x  r  3f  i  y)  =  0  genü- 
gende Function  jf  =  9>  (^}  in  eine  Reihe  von  der  Form  A^  '\'  A^x 
-f-  ^  0?'  +  etc.  Terwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  alloi  den  Fällen 
unrichtigi  wo  jene  Yoraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnimg  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  ein«*  anderen  An- 
nahme.    Ist  z.  B. 

» 

9)  »'  =  2-J 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  mtegrable  Differential- 
£^eidiung,  so  führt  die  Supposition  y  -zsz  A^  ^  A\X  ^  A^x^^  •\' etc. 
zu  der  Gleichiug 

^      Ax  -\-  2A%x  +  Sula»«  +•••• 


sss  2  -^  —  —  Ai  -^  A^x  —  AtX^  — •••• 


weldie  nur  durch  die  Werthe  il©  =  0,  -4i  c=  1,  ^  =  ^4$  •  •  •  •  =  0 
KU  befriedigen  ist.  Dies  giebt  ^  =  d?,  d.  h.  ein  particuläres  In- 
tegral, weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.     Um  dass  all- 
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gemeine  Integral  zn   finden,    machen  wir  die  allgemehiere  Voraus- 
setzung 

10)  y  =  Äxf*  +  Aixf*+^  •{-  Ä^xf^^^  +  ••••, 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

=  2  —  ^a^-i—  Aio^—  ilax^  +  i  —  •••• 
DtieBer  kann  man  durch  ft  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

^ji  +  A^  +2Ä,x  +  2Ä^x^  +''^' 

=  2 —  -<4.2  —  -4.3  a;  —  AtX^  —  ••••, 

x^         X 

und  es  folgen  daraus  für  Au  Ai,  A^  etc.  die  Werthe: 

ili  =  0,       ^2  =  1,      43=^...  =  0^ 

während  A  unhestimmt  bleibt     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  3^  =  -  +  a?. 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  ofb  mit  der  Annahme,  dass  ff  der  Quo- 
tient zweier  Beihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häofigt 
dass  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  is 
eine  Beihe'sehr  zusammengesetzte  Coef&cienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  e^ 
scheinl     So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

tanx  =  AiX  +  A^x^  -f-  A^x^  +  •••• 

die  Grössen  Ai^  Azt  ^5, . .  •.  von  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
während  die  Coefficienten  in 

sinx       Ihx  —  bsä?^  4-65«*  — ••• 

tanx  = = 

cosx        Oq  —  02  aj*  +  «4  a?*  —  •  •  •  • 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand ,  dass  die  zweite  Form  von  tan  x  für 
alle  Xf  die  erste  dagegen  nur  für  solche  o?  gilt,  welche  zwischen—)^ 
und  4"  1^  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretende  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Di£ferential- 
gleichung 

12)  f/  +  y9  =  Xx 
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behandeln,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und ,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eineBeihe  von  nicht  übersehbarem 
Bildnngsgesetze  liefern  würde,  ßesrichnen  wir  mit  ^(x)  und  ilf{x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Beihen  und  setzen 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgendia  über 

*W  i^{xy 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  g)(x)  =  if'(x)  setzen;  wir  er- 
halten nämlich: 

?!^  =  kx  oder  *"(a?)  =  Ix^ix). 

Die  weitere  Annahme 

if{x)  =  -4o  -f  Jia?  +  AiX^  +  A^x^  -f-.... 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2il,,  +  2.3ÄsX  +  3.4Ä^x^  +  4.6Ä^x^  +..•• 
=  AaXx  +  Äilx'^  +  Ailx^  -\ — ••, 

und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

A2  =  A^  =  As  =  All  •  •  •  =  0, 

A  ^      A  A  ^'  A  ^' 

-^3  =   cT^-^O«  As  =  ^     q     g     o»  -^9  = 


2.3     "'  *~2.3.5.6'  ^        2.3.5.6.8.9' 

A  ^      A  A  ^'  A  ^' 


3.4     '*  ^        3.4.6.7'  *°       3.4.6.7.9.10' 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  Aq 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

^  2.3  ^  2.3.5.6  ^  2.3.5.6.8.9  ^        ' 

K  =  X  +  4-    —  -4-   -— —  -4-  ••••, 

^3.4^3.4.6.7^3.4.6.7.9.10^ 

wo  U  und  V  die  Summen    zweier  jederzeit  convergirender  Beihen 

Bind,  so  haben  wir 

if(x)  =  Aoü  +  AiV 

ti;\x)=A^ir  +  Äi  r 

und  der  Werth  von  y  =  q) (x) :  tj; (x)  =  ip'{x)ii){x)  ist: 
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_A^u'  +  Ätr 

odor  endlich,  wenn  der  Qcotient  Äi :  A^  mit  C  beieichnet  ivird, 

tA\  TT  +  er 

Auf  die  aUgemeinere  sogenaimte  Riecati'sche  Gleichiing 

y  +  aar*  =  ^«• 
Iftsst  eich  dasselbe  YerUtaeta  mit  gleichem  Naizen  aBwendeB. 


Oap.  XVIIL 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen. 

§.  111. 

Differentialgleiohiuigen  sweiter  Ordnung;  einfEu^hete  Formen. 

Eine  Differentialgleichung  sweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen X  und  jf  hat  im  Allgemeinen  die  Foim: 

■)         <'•'■  g .  ^9 = »•     • 

oder,  auf  den  zwdten  Differentialquoiienten  reducirti 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen« 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver« 
deutlichen,  wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  X  und  p  als  rechtwink- 
lige Goordinaten  einc^  Gurrenpunktes,  mithin  -r^  als  die  Tangente 
des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Absoissenachse 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Oleichung  7-4  einen 

ax^ 

dy 
bestimmten  Werth  erhält,  sobald  x,  y,^nnd  ^  gegeben  sind;  die 

Constmction  der  fraglichen  Gnrve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 
Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  Xq  yo  miSi  wähle  den  enU 

iprech^den  Werth  von  ^  s=  y^  gleichfalls  willkürlich,  etwa  =  ^^ 


C«pu  XVUL 

IHfferGOfial^ochmigen  höherer  Ordnimgen  sw&cheii 

aEwei  YariabeleD. 

§.  IIL 

DifTerentiiügiaioiiiingqii  sweüer  Ordnung«  tinfkdifil»  ]^nn«n% 

Eine  DiffcrentialgleidMing  iweiter  Ordnung  iwisdien  iwei  T*» 
riabelen  x  und  y  bat  im  AUgemdnen  die  Form : 

oder,  auf  den  iwriien  Differeniialqaolienten  redudrti 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früber,  y  als  Function  von  x  m  bettimmen» 
Den  Sinn  dieaee  Problemes  kann  man  sieb  auf  &bnliobe  Weiae  Yei> 
denÜiehen,  wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleicbungen  erater 
Ordnung  geacbab.    Man  betracbte  n&mliob  X  und  y  als  r^twink» 

lige  Go6rdinaten  einc^  Gurrenpunktes,  mitbin  ^  als  die  Tangente 
des  Winkels«  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Absoissenaohse 
bildet,  uüd  beachte,  dass  mittelst  der  aweiten  Gleiobuag  t^  einen 

dti 
bestimmten  Werth  erh&lt,  sobald^,  ^«.nnd  -^  gegeben  sind;  die 

'         ax 

Constmction  der  fraglichen  Gnrve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  Xq  yo  MiSi  wähle  den  enU 

q^rech^den  Werth  von  j^  s=  y^  gleichfalls  willkürlich,  etwa  s=s  y^'. 
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und  berechne  den  zugehörigen  Werth  von  —  ^  ==■  y",  welcher  y©" 

heissen  möge ;  ist  nun  y  ■=  q){x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
so  gelten  für  unendlich  kleine  8  die  Beziehungen 

oder 

9?(a;  +  2ö)  =  2g>(a;  +  «)  —  9)(a;)+ö'9"(a;) 

und  sie  dienen,  um  aus  9>(ä;),  9'(a?),  9"(i»)  der  Reihe  nach  fp(x-\-8) 
und  9  (a?  -|-  2  d)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  für  x  =  x^  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  x^y^ 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  Xiyi  und  x^y^ 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

und  die  Ordinaten: 

2^1=^0  +  Vq  8,  y^  =  —  yo  +  2yi+yo"d^. 
Betrachtet  man  jetzt  x^y^  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  fl^ys,  x^y4  bestimmen  u.  s.  w.  Man  er- 
sieht aus  dieser  Construction,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
artigen Curven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  Xoyo  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  y^  gegeben  oder  willkürlich  angenommen 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  von 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  Zwei  Integrationsconstanten.  Dies  ist  auch 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichung  zwischen  x^  y,  y\  y' 
würde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen  o?,  y,  y^ 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  ere^ter  Ordnung  werden,  welche 
nach  den  früheren  Metiboden  zu  integriren  ist ;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Gon- 
stante  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesndite  y  v(m  der 
Form  9>(a;,0, Ci)«eein''').     Diese  Bemerkung    deutet  zugleich    den 


*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle,  wo 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  z^immt.    In  jedem  sf^eoi^en 


W^  an,  der  bei  der  Integratioii  der  Differestalgleidmngeii  iveiter 
Ordnang  meisieiitliefls  eingescUagai  werden  bqsSi  wie  mAn  aus  d^n 
nachherigai  Beisptden  sdien  wird. 

Wir  beCmditen  zuerst  die  einfibchsUn  Foimoi  der  IKfferentia)* 
gleiehmig  2\  bei  weldien  zogiodi  die  Int^gntioii  Tt^kUndig  and> 
föhrbar  iet 

£rite  Form.  .  Die  recbie  Seite  Ton  Nro  2)  enthalte  s  aDtta 
ga  knn  f(x)  ^  X,  mithin 

Die  Gleiefaung  ist  identiaeh  mit  -p-  =  Xt  worans 

folgt;  die  xweite  Integration  liefert  ebenso  kidit 

Xdx  +  Cx  +  Gl. 


=/■"/- 


£ine  beqoenMre  Form  eriiält  das  Integral  dorch  die  Bemericang«  dasB 
bei  theilweiser  Integration 

fxXdx  =  X  fx  dx  —  jdx  ixdx 

isty  mithin  das  Doppelintegral  als  Differens  aweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  x  fxd'x  —  fxXdx  -\-  Cx  -\-  Q. 

Zweite  Form.     Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nämlich, 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

dx        dy   dx        dy 
eintreten  1||8.<^,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singulären  Integrale  der  Diffetential- 
gleichung  ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  hei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gulären Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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die  Yariabelen  gesondert.     Das  erste  Integral  dar  Glrichnng  5)  ist 
daher 

1/2  =  Const.  +  CYdy  oder  y  =V C  +  2fYdy. 

Vermöge  des  Werthes  von  y  erhält  man  daraus» 

dx  =    .       t 

V  0  +  2fYdy 

und  durch  nochmalige  Integration 

6)  ^  =  fTr ^^  +  Ct' 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispel  bil- 
det die  Differentialgleidiung 

Hier  ist  2fYdy  ^=-  "k^y^  mithin  das  vollständige  Integral 

Um  auf  y  zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 
und  quadrire  dieselbe;  man  find^  sehr  leicht 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Facto^en 

setzt,  wo  nun  A  und  B  ebenso  willkürliche  Constanten  wie  früber 
G  und  G\  sind,  ,  . 

8)  y  =  ^e**  +  J?c-*'. 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 

80  erhUt  man  2/Tdy  =  ~  fc*y«;  ferner 

^  VCf-*«y«  *  VC 

aad  nmgekehrt 
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oder,  wenn  man  auflöst  and  die  Gonstanten  ändert, 

10)  y  =  Ax  caskx  +  -^i  sinhx. 

Dieses  Resultat  li&tte  sich  übrigens  aus  dem  vorigen  dadurch  herleiten 

lassen,  dass  man  %  V^ —  1  =  Jbi  an  die  Stelle  von  k  treten  liess,  die 
Gleichung 

ei***  =  easlx  ±  isinlx 

hemitste md  snletzt  A  '\-  B  :=^  Ai^{A —  J?)  t  =  J9i  setate**). 

Dritte  Form.  Die  Differentialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten' imd  airaten  Differentialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Yariabelen  leicht  zu  trennen,  n&mlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 

lasst  noh  das  der  folgenden  (nicht  sur  zweiten  Form  gehörenden)  Glei- 
chung 

^  =  ay  +  6«+c 

zurückfahren.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 

y^'  z=:  ay  -\^  hx  '\'  c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 

Diese  Oleiohung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
posithren  a  =  -f*  *'• 

und  bei  negativen  a  =  —  ib>: 

y^  t=i  Aicoskx  •{-  Bi  einkx. 
Andererseits  folgt  aus  j^'say-f  bx  +  c  umgekehrt: 

y"  —  6«  —  c 

y=ä! _ , 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt,  ergiebt  sich  y*  -*  Wäre 
die  Gleichung  allgemeiner  y^  s=  ay  4"  V'  (x^  so  würde  dieser  Kunstgriff 
nichts  helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  118  auseinandergesetzt  ist. 


Cäp.  XVUL  §.  IIL  IM&nntttleleäcL 


12)  rf*  = 

üs  Scmer  5 

13) 


=/^>+- 


rf,  =  /'x  =  f  ^, 


L2) 


13) 


+  <i. 


^sBugaa^  so  UfiEbt 


«»f =a+/^=^ 


(1  +  /»)* 


F(«r*»/i, 


y= 


(1  +  /-ji 


13)  wd  U): 
fl^J^ 


will  jF,  iMiilait 


jr=TA 


ÜF  snuMDwdie  GeBtak: 


14"> 


P»  9  =  fc^«rv  «. 


finift, 


Ta- 


J,jr  — W«e«+i' 
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fi  -~  B  z=  klsee  — r — 
-  k 

als  Gleichung  der  gesuchten  Gurve. 

Eine  ähnliche  Anfgahe  ist:  die  Gleichung  einer  Gurve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  findeu,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  r  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  o;- Achse 
einschliessL     Aus  der  gegebenen  Gleichung  s  =  fp(t)  folgt  hier 

ds  ,  . 

*  =  5i  =  '"('^' 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
(p'  ersetzt,  nämlich 


15) 


y=J(p'(t)$i 


ca8tdx+  Ai 


sintdt  +  J5. 


Beispielsweise  erhält  man  für  s  =  iiheosti 

«  ~  -4  =  k(2t  —  sin2t),    y  —  P  =  —  hcosit, 

und  wenn  man  2t  =  (O,  x  —  ^=|,  J9  —  y  =  fl setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Gurve  eine  Gy- 
doide  mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§112. 
Fortsetzung  und  Sohlusi« 

Vierte  Form.     In  der   Differentialgleichung  mögen  nur  o?, 

dv         d^y 

-f-  und  -T-^  vorkommen,  sie  sei  also: 

dx  dx^ 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt 

2)  ^=f(!t,^, 

80  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  2/  und  ist  in  Bezie* 
hang  aof  ^  eine  Differentialgleichnng  erster  Ordnung;  man  findet 
daran«  rf  and  zwar  in  der  Form 

SchlOmilch,  Analjtis.  L  ^. 
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3)  y  =  --^  =  <p(x),  mitbin  ff  =  I  q)(x)dx-^  Const, 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vorge- 
schriebene Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  q  =  tl;(x) 
Die  Differentialgleichung  lautet  hier: 

(1  +  y^)i  _ 

-T, =   t  W, 

oder,  auf  t/"  reducirt, 

d£  ^  (i+y)i 

dx  ^(a?)    ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebt 

(1  4-y2)i~*(^)' 
Durch  Integration  folgt  hieraus 

T7-^— =    f-^,+  C=X+C, 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter 

.        dy  X+'C 

y  =  j:  = 


dx        1^1  —  (Z+ 0)2* 
also  bei  nochmaliger  Integration 

So  liefert  z.  B.  (C>  =  —  folgende  Werthe: 

^  a  r         Ca?  —  a  ,      ,    ^ 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszufahren  und. giebt  verschie- 
dene Gurven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der  Einheit 
gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt  Im  arsten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Carve,  nämlich 


y^i(^-.2a)Y^^^+C,i 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letaten  Falie 
hängt  sie  von  der  Function  arcsin  ab» 
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fünfte  Form.     Die  gegebene  DiiTerentialgleicliang  enthalte 

du  d^  V 
üvir  3/    -£  _^  nach  dem  Schema 
dx  dx^  ^ 

^B8t  man»  wie  es  schon  früher  geschah^ 

dx        dy  dx        dy 

an  die  Stelle  von  y*'  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  6e« 

sialt  an: 

and  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei* 
den  Yariabelen  y  und  i/ ;  man  findet  daraus 

6)  ^  =  sf==^(^)' 

mithin  bei  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration 

7)  x=  [-%{  +  Comt. 

J  9(y) 

Kach  dieser  Methode  lässt  sich  2*  E.  das  geometrische  Problem 
lösen:  die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  9  =  ^  (y). 
Die  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

(i+/i  =.  ^(^)  oder  /  =.  llij^ 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4)»     Nach  dem  angezeigten  Vor« 
fahren  wird 

y^cgy     _    dy 

(i  +  y'4     *(y)' 

und  durch  Integration 

wo  Y  zur  Abkürzung  dient.     Per  Werth  von  j/  ist  jetzt 

._Vl-iY+C)'_äy 

^  ~         Y  +  G         ~  dx' 
mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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J  Vi- (r+  CO» 

Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden» da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  {l  jenes  Verhält- 
niss  ist, 

oder 

Die  Substitution  y  =  y'  -~  giebt  bei  Sonderung  der  Yariabelen 

ay 

y'H    _  »  ?[^ 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  ^Ih  bezeichnet 
wird, 

endlich: 

aj  =  5/^  f  —=M= -I-  a. 

Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht ,  dass  die  Gurve  für  p 
=  —  1  ein  Kreis,  f ür  /*  =  +  1  eine  Eettenlinie,  für  ^  =  —  |  eine 
Cycloide  und  für  /*  =  +  J  ®^°®  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  conatantem 
Verhältnisse  zur  Polamormale  (P  TF  in  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1 :  ft  das  gegebene  Verh&ltnisSf  so  ist  die  lu  inte- 
grirende  Differentialgleichung 

^  r'2  4-  21^«  —  rr"  —  ^  ^    -r  r 
oder 
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rr"  ^  (1  —  ^)r2  +  (2  -  ft)r'a. 
Die  Substitution 

~  dW  dr 

gieM 

Diese  Gleiobung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

^  z=  u  oder  r'  =  ri* 
r 


«roraas  folgt 


Darob  Sonderung  der  Yariabelen  und  Integration  findet  sich 
1 1  vermöge  des  Werthes  von  u 


^  r»  Vi 


%)' = ^--'^ 


Nach  wiederholter  Trennung  der  Yariabelen  nnd  Integration  folgt 

dr 


/: 


=  e--y, 


rV^Cr^-^i"  —  1 
worin  y  die  willkürliche  Gonstante  bedeutet.  Mit  Hülfe  der  Substi« 
tation  Cr^^^f*  =  1  +  i?'  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
Boführen;  setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  (t^ —  l  =  m,  so  erhäl^man 

arctanv  =  0  —  y 

m 

and  BchliesBlich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Gurve 

r^  =:z  a^  cosm  (ö  —  y), 

wobei  a™  für  C  geschrieben  wurde.     Im  Falle  fi  s=  2  ist  die  Gurve 
ein  Kreis,  für  fi  =  3  eine  Lemniscate,  für  |^  =  |  eine  Cardioide, 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Gurve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind« 
Rechnen  wir  den  Bogen  s  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  Xq 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 :  fi  das  Verhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, 89  lautet  die  Bedingungsgleichung** 

X 

J  y 

Xo 
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aus  ilir  folgt  durch  Differentiation  und  Keduction  auf  ^ 

und  mittelst  der  für  ^  angegebenen  Substitution 

Die  Sonderung  der  Variabelen  giebt  weiter 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  IntegrationsconBianti 
mit  —  (1  — f*)?b  bezeichnet  wird, 

oder: 

'(r^)  =  Kir"'- 

Der  Werth  von  j/i  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach: 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

x=J dyy  Uy^~'^  1  +  a. 

Die  Integrationsconstanten  a  und  h  bestimmen  sich  im  specielleD 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  8  =  0  werden  muss,  wenn  x 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ft  =  {  algebraisch  und  swar: 

{x  —  ay=l — g — , 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent 


§.  113. 
Die  linearen  DiiTerentialgleicliangen  iweiter  Ordnung. 

unter  einer  linearen   Differentialgleichung  versteht    man  wie 
fiüher  eine  solche,  in  der  sowohl  y    als  die  DifferentialquoUeDteD 
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dieser  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen^  demnach  ist 
die  Gleichung 

worin  Xi,  X2  und  X  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fall,  wo  X  =  0  ißt; 
die  einfachere  Gleichung 

mag  dann  die  reducirte  Differentialgleichung  heissen. 

Kennt  man    zwei  von    einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  yi  und  ^29  so  ist  für  di6se  gleichzeitig 

d^  +  ^'l^  +  ^?^'  -  ^' 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constan- 
ten d,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  C^ 
multiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Prodücte  in  folgender 
Form  darstellen 

d'  (C,yi  +  02^2)    ,     ^    ä(C,!/y  +  ^2^2) 
dx^  "^  ^  dx 

+  X2  iCi!/i  +  022/2)  =  0. 

Der  Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

2)  y  =  Ciyi  +  C22/2 

ebenfalls  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  ianthält  aber  zwei 
willkürliche  Constanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 
Nro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
Begel  vei'liert  ihre  Gültigkeit,  wenn  y^  =  yi  ist;  dann  wird  nämlich 
y  =  (Gl  -\-  G2)yij  und  da  hier  Gi  -^  G2  eine  einzige  willkürliche 
Constante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 
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I.    Die  gegebene  Differentialgleicliung  sei 

3)  p^^a^^  +  hy  =  0. 

'  dx^  ^      dx         ^ 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §•  111  versuchen  wir,  ob  die 
Exponentialgrösse 

4)  y  =  e^*, 

worin  A  einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedeutet, 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3) 
giebt  nun 

(A2  +  aA  +  b)e^'  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  für  A  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

Ö)  A2  +  aA  +  t  =  0 

genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A2,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 

yi  =  e*i*,     y^  =  e^*, 

welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.  Das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

i  Ai=j(-aH-ya«-46),    A3  =  |(- a-Va2-4b). 

Um  den  Ausnahmefall  Ai  =  A2  zu  discutiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  A3  —  Aj  mit  d,  woraus  A^  =  Aj  -f-  5  folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Exponentialreihe 

=  €^'[(Ci  +  C2)  +  C,dx  +  iCd^x^  +  ...]; 
setzeo  wir  aook 

VI  -\-  Cj  =  G,     C^  0  =  C/ , 
oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

_j         /-*        ^        /-#         ^ 


80  haben  wir  auch 

7)  y  =  ^'(C+ax  +  ia8x  +  lC'd9x^  +  ''*). 

Für  d  =  0  wird  A^  =  A2  und  wenn  man  den   neuen  Constanten 

G  und  ff  irgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  zwar  die 

früheren  Constanten  Ci  und  C^  unendlich  gross,   aber  dies  hindert 

die  Rechnung  nicht,  da  Ci  und  C3  jeden  beliebigen  Werth  haben 

können.     Aus  Nro.  7)  folgt  nun  f ür  d  =  0 
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8)  ^  =  (^^HC+ax\ 

und  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfegleichung  5)  zwei  complexe  Wurzeln 
li  =  a  -\-  iß,    As  =  a  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

p=  Ci€^'(eosßx-\-isinßx)  +  Ck€^'(cosßx  —  isinßx)-, 
für  Ci  -|-  Ci  =  ^  und  i(Gi  —  C2)  =  B  wird  hieraus 

9)  y  =  €^''(Äco8ßx-{-  Bsinßx). 

Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt 
IL    Die  Differentialgleichung 

lässt  sich  nach  einem  ähnlichen  Verfahren  integriren.     Setzt  man 
nämlich  versuchsweis 

11)  y  =  x(^, 

so  erhält  man 

[fi(^  ^  1)  +  a^  +  5]«^-«  =  0, 
und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  fi  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  ^«  +  (a— l)fA  +  &  =  0 

genommen  wird.     Nennen  wir  fti  und  fi^  diese  beiden  Wurzeln,  so 
sind  nach'Nro.  11) 

yi  z=z  xf^i  und  y^  =  xf** 

zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y=  CiXf'^  +  Ca«^- 

Um  den  Ausnahmefall  /ij  =  ^^2  zu  erörtern,  setzen  wir  vrie  frü- 
her (*2  =r  fii  -|-  ä  und  erhalten 
y  =  aa"i(Ci4-Cie<^'') 
=  Ä"i[Ci  +  Q  +  CiSlx  +  IQ  «»(Ja?)»  +  .  -] 
oder,  wenn  neue  Constanten  G  und  Cf  mittelst  der  Gleichungen 

p  n       ^     n  £' 

VI  —  i^  —  "S"'^  —  T 

eingeführt  werden, 

y  =  »"i[(7+C?ÄH-|CÄGa?)«  +  ...]. 
Für  d  =  0  wird  fii  .=  fi2  und 
U)  y  =  aa"i(C+Ciic). 
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Sind  endlich  fi^  und  fi^  complexe  Zahlen,  etwa 
(ii  =  a  +  iß,    f»,  =  a  —  iß, 
BO  geht  die  Gleichung  13)  üher  in 

y=:  CiX^[cos(ßlx)  +  isinißlx)]  -f  C^ixf'lcosißlx)  —  isin(ßlx)l 
oder,  wenn  Ci  +  ^«  ==  -4»  *(0i  —  G2)  =  B  gesetzt  wird, 
15)  y  =  x^lÄcosißlx)  +  Bsin(ßlx)l 

§.114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particulären 

Integralen« 

Wie  im  vorigen  Paragrapheii  mögen  yi  und  ^2  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
gleichung 

n  ^^y  J-  TT   ^^  ^  TT  «  —  n 

bezeichnen,  so  dass 

2)  y  =  Ci2/i   +  02^ 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt.  Da  yi  und  p2  eine  und 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen f/i  und  ^2  ^^T^  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  Y  eine  bekannte  Function,  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  dersell^en,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Y0  habe,  wo  ^  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X  ist.  Die  Substitution  y  =  Y/s  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 

,,  d^/s    ,    ^äYd0    ,    d'^Y 

Y  —  4-  2—-  —  4-  js 

dx^^      dx  dx  ^  dx^ 

oder  in  anderer  Anordnung 
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nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z  und  es  bleibt,  wenn  der  DifPerentialquotient  von  z  mit  nf  be- 
zeichnet wird, 

Diese  DifiPerentialgleichung  kann  durch  Sonderuug  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich : 

Isf  =  —  2lY  —  jXidx,- 
femer  durch  Rückgang  auf  is'  und  z 

If  —  1,  p-/^i<i^ 


z 


—  r^ 

J   Y^ 


'fXxdx 


Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beid^i  particulären 
Integrale  yi  und  y-i  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  »=rJ0.  +  C,/^e-/''<"j. 

Das  allgemeine  Integral  der  Difiterentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchupg  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Kegel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 

y  z=z  A^  -\-  AiX  -{'  A^x^  -\-  A^x^  ■\'  -  •  •  »^ 

wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 
•iA  +  (6^3  -f  Ä;2^)  +  (12^3  +  Tc^A{)x 

X 

4-    (20J4+**^2)«2    ^    ..... 

aus  dieser  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 
Ai  =  0,    ^  =  -  ~,   ^3  =  0,    ^4  =  + 


6  '   "^         ^'    "*—    '    6.20' 
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und  es  ist  daher : 

y  —  '^l  1.2.3  "^  1.2.3.4.5        ■") 

Dieser  Ausdruck  lässt  vermutheu,  dass 

An  sin  Je  X       ,    .  v   ,       ,^       sinkx 

t/  =  -r-  • und  einfacher  Y  =  

^         h        X  X 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 
sich  iu  der  That  bestätigt,  wenn  man  F  für  y  in  Nro.  4)  substituirt 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  aUgem'eine  Integral: 

oder  endlich,  indem  man  C2  =  —  CqJc  setzt: 
^.  Gocoskx  4-  Cisinkx 

5)  y==—. 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

und  hypothetisch: 

y  =z  Aq  -\-  ÄiX  +  ^30?»  +  A^x^  +  ••••• 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienteo 
il2,^d,ii4  etc.  leicht,  Aq  und  Ai  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

y  =  ^ji+i.»+^^.^+^^^ «.  +  ... 

+  ^^  H  +  i«"+ O  *'  + 27176  *'  + -f 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten  erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

« ji+i(ia'')+  i72Ö*')*+--j  =  «^^ 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe*  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden ;  die 
Formel  3)  giebt  nun: 

7)  y^x^^lc  +  C  f^e-^\. 
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8.  115. 
Die  Variation  der  Constanten« 

Um  die  allgemeine  Differentialgleichung 

zu  integriren,  gehen  wir  von  der  Yermuthong  ans,  dass  ihr  Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  redncirten  Dif- 
ferentialgleichung 

wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 

3)  ^  =  ««1^1+  uiy2 

befriedigt  wird ,  wenn  yi  und  ^2  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  üi,  ti2  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zunächst 

dx  dx  dx 

,         dtti    ,         dfw« 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  Ui  und  u^  der  Bedingung 

nnterworfen  werden;  es  bleibt  nämlich 

dx  ^   dx  dx* 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  p,  y'  und  y^'  in  die  Gleichung  1);  dadurch  ninpuut  ie^z« 
tere   die  folgende  Form  an: 

-  ra + *  t + ^M 

dyi  dui        dy^i  duj  __  ^ 
dx    dx         dx    dx  ** 
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Der  Voraussetzung  nach  genügten  yi  und  y^  der  Differentialgleichung 
2),  daher  V6a*schwinden  die  mit  %  und  t^  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  t^  und  i^  bleibt 

.  dyi  dui        dp2  dxh        ^ 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 

dui  Xy2 


dx  dyi  dy 


Vt-TZ  —  Vi 


3 


dx  dx 


dih  ^m 


dx  dy2  dyi  * 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 

Function  —  mit  1  —  I  bezeichnet, 
q  IqJ         •  ' 

dui X         du2 X 

Durch  Integration  folgen  hieraus   die  Werthe  von  Ui  und  Ui, 
nach  Formel  3)  endlich  ist 

o\  (    r  ^^^        t     n   )     i  {    r  ^^^        I      n 

6)  y  =  y\\      — rTTf  +  Ci  (  -f  y.2      /  — pTt?  +  ^2 


das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  8). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro«  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 
so  sind 

%  cosTcx      .        ,    sin  Je  X 
yi  =  — — -  und  ^8  =  -— — 

X  X 

'die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 
8)  y =^-^ j 0, -\fxsinkxdx\  +^\c  +  \fxcoskxdx\ 
als  allgemeines  IntegTal  von  Nro^  7)* 
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Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

m 

mithin  die  entsprechende  reducirte  Gleichung 

dxQ        X  dx       x^ 

Als  particuläres  Integral  derselben  findet  man  x  und  als  allge- 
meines CiflJ  +  C^xlx,  mithin,  pi  =  x,  y^  =  xlx  und  nach  For- 
mel 6) 

10)  y  =  X  ICi  —  fxXlxdx]  +  xlx  ICi  +  fxdx\ 

als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  9). 


§.  116. 
Homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Eine   Differentialgleichung    zweiter  Ordnung   wird    homogen 
genannt,  wenn  sie  unter  der  Form 

enthalten  ist,  wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  werden  möge. 

Um  sie  zu  integriren,  benutzen  wir  die  Substitution 

3)  -  =  f  oder  y  =  xt 

X 

und  erhalten  zunächst  aus  Nr.  1)  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) 

X 

Einerseits  ist  nun  durch  Differentiation  von  y  =  xt 

5)  dy  =  idx  +  xdt, 

andererseits  hat  man  (nach  Nr.  2)  dy  ^=  pdx  mithin  durch  Ver- 
gleichung  beider  Ausdrücke  von  dy 


544    Cap.  XVIII.    §.  116.    Homgene  DifiTerentialgleicliungeii 

6)  ^  =  _iL.. 

X  p  —  t 

Ferner  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  dp  =  qdx  durch  Sabstitntion 
des  Werthes  von  q  aus  Nr.  4) 

^P  =  -^^^    oder    -  =  J^y 

dx 
Die  Gleichsetzung  der  beiden  für  —  erhaltenen  Ausdrücke  führt  zu 

X 

folgender,  zwischen  p  und  t  bestehender  Differentialgleichung 

7)  dp^FM 
^  dt        p—t' 

die  man  auf  irgend  eine  Art  zu  integriren  suchen  muss.     Hierbei 
können  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

Wenn  man  durch  Integration  der  Differentialgleichung  7)  zu 
einem  Resultate  von  der  Form 

8)  p=q,it)ä.i.^  =  <p(t) 

gelangt  ist,  so  hat  man  zufolge  des  in  Nr.  5)  angegebenen  Werthes 
von  dy 

diese  neue  Differentialgleichung  giebt  durch  Integration 

worin  nach  ausgeführter  Integration  nur  noch  ^  =  —  zu  setzen  ist 

Lässt  sich  das  Integral  der  Differentiaigleichung  7)  nicht  in 
der  Form  8),  wohl  aber  in  der  umgekehrten  Form 

10)  t  =  il>{p) 

darstellen,  so  ist  nach  Nr,  6) 

^  ^  ^'{p)dp  ^  f_J__  _  1  -^'(P)]^ 
X        p  —  tip)       \p  —  ^(P)        P  —  *(p)j 
mithin  durch  Integration 

'(7)  =  /iT^)  -'^-  *<->l. 

woraus  x  als  Function  von  |>,  etwa 

11)  ^  =  x(p) 


zweiter  Ordnung.  545 

entnommen  werden  kann.    Femer  int  y  =  xi  d,  h. 

12)  y  =  a?^(|>), 

und  wenn  nun  p  aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminirt  wird, 
so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung. 

Als  beachtenswerih.  ist  noch  der  specielle  Fall  hervorzuheben, 
wo  die  Gleichung  1)  die  Form  hat 

Die  Differentialgleichung  7)   wird   dann   homogen  und   läset  sich 
mittelst  der  gewöhnlic^^en  Substitution 

•^  =  I*  oder  2>  =  <u 

integriren.     Man  erhält  zunächst 

dt (u  —  l)du 

t        /(«*)  -f  tt  —  u* 

und  durch  Integratic^n  und  Substitution  von  ^  =  — 

Ferner  ist  nach  Nr.  6)  und  dem  Vorigen 

dx  1  dt  1  («  —  l)rfii 


.       .MMMiib 


X         P^  j^  i      *  M— 1    f{u)  +  «  —  w^ 

T 

und  durch  Integration 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  14),  so  folgt 

die  beiden  letzten  Gleichungen,  aus  denen  möglicherweise  U  eliminirt 
werden  kann,  enthalten  die  vollständige  Losung  der  Aufgabe« 

Beispiel  1.     Die  Differentialgleichung  sei 

")       »g="(i)*-ri!+(g)' 

oder 

at^  —  tp  +  p^ 
xa  = ^ ; 

SohlOmilch,  Alialjfiis.  L  ^ 


i 


l 
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der  Gleichung  7)  entspricht  dann  die  homogene  Differentialg^eichang 

.,   -!  +  (!)• 

dt  p_  • 

H 

als  deren  Integral  sich  ergieht 

jp  =  ^  +  iVC  +  2ttU. 

Nach  Nr.  9)  ist  nun 

/x\  _     r         dt  _  VO  +  2€tli 

\c)~  J  *VC+  2alt~     •      « 

oder  zufolge  des  Werthes  von  t  und  für  Zc  =  —  Ci 

fuhrt  man  statt  der  Constanten  C  und  Ci  zwei  neue  Gonstanten  A 
und  J?  ein  mittelst  der  Gleichungen 

2a 

so  erhält  man  als  Integral  von  Nr.  17) 

18)  lyz=:AAr  Blx  +  \aQx)\ 

Beispiel  2.     Der  Differentialgleichung  17)  ähnlich  aber  etwas 
allgemeiner  ist  die  folgende 

deren  Integration  genau  in  derselben  Weise  bewirkt  werden  kann 
Im  Fall  /3  -f~  I  von  Null  verschieden  ist,  erhält  man 

20)  ly  =  A-\-  Bx^^ß  ^  Y^  ^^'  '^  <  "^  ^' 

für  /3  =  —  1  dagegen  kommt  man  auf  das  vorige  Beispiel  zurück. 
Beispiel  3.     Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung 

worin  y  "^  ^  sein  möge,  so  hat  man  die  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Ausdruck 

«(1  -  y)  +  i(i  +  ft' 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.      Im  ersten  Falle  sei  zur  Abkürzung 
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A=Va(l  _y)  +  1(1   4-^)2; 
als  Integral  von  Nr.  21)  ergiebt  sich  dann 

22)  y  =  x^^''^^(Äa^  +  Bar^). 
Im  zweiten  Falle  findet  man 

23)  p  =  x^^'^^  (Ä  +  Blx%  A  =  0. 
Im  dritten  Falle  sei  zur  Abkürzung 

,f»  =  V«(y  -  1)  -  Kl  +  ß?i 
das  Integral  von  Nr.  21)  ist  dann  folgendes 

24)  y  z=z  x^         {ÄC08(iilx)  4-  Bsin(jnlx)y 

§.  117. 
Nichtlineare  Differentialgleiclmngen  zweiter  Ordnung. 

Wißnn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  zu  den  in  den  §§.  111,  112,  114  und  116  betrachteten 
Gleichungsformen  gehört,  so  hat  man  nur  wenig  Mittel  zu  ihrer 
Integration.  Das  nächstliegende  ist  offenbar,  durch  Substitution 
neuer  Variabelen  eine  der  früheren  Formen  herbeizuführen;  um  aber 
zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und  eine  möglichst  vortheil- 
hafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man  sich  der  Methode  der 
Variation  der  Gonstanten  bedienen.  Letztere  besteht  immer  darin, 
dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch  Weglassung  eines 
ihrer  Glieder  .vereinfacht^  diese  specialisirte  Dilfferentialgleichung. 
integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die  Grössen« 
welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten  DiiGPerentialgleichung  als 
willkürliche  Constanten  figurirten,  als  unbekannte  Functionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens ist  fblgende.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

worin  X  und  Y  Functionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäfe  die  Differentialgleichung  einfacher     !    \         - 

dx^  dx  dx    * 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 
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y  =  ^  =  or/"-. 

woraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  ntin,  ob  der  D]£Pe- 
rentialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  ^  einen  Ausdruck 
Ton  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationsconstante 
C  eine  neue  Function  z  von  x  treten  lässt.  Mittelst  der  Substitutionen 

^^  Tx  —  ""  '    dx-^-Käx       ^V 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

dx 
oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

d0       dz  dy         —fxdx       dy 
.     Tx^Ty'Tx'   ""  =55 

stattfinden, 


—fXdx 


\dy  ^       \  dx 


Da  im  Allgemeinen  \f  von  Null  verschieden  ist,  so  mnss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen« 
tialgleichung,  deren  Integral  ist 

femer  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

hier  sind  die  Variabelen  nochmab  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale  2 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Angabe;  die  Corre  zu  fin- 
den, in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  TJ  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Becktecke  steht^  deasen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  {7,  und  dessen  andwe 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Sabtan- 
gente  i  ist.  Bezeichnen  wir  mit  fi  :  1  das  gegebene  Verhaltniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 
A\  TT  2a;< 

man   hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  V  gerechnet  wird :    * 


,  du 


zweiter  Ordnung.  549 

ferner  für  die  SnbUDgente 

d9_dU  d^U 
^^'  dx~dx''dx^'' 
nach  Sttbetitiitlon  der  för  jr  imd  i  angegebenen  Weiihe  nnd  bei  ge* 
hdfiger  Anordnong  erbiH  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 

dx*  '^  X  dx  U  \dx/  ~    • 

welche  mit  der  Gleichung  1)  ftbereinstimmt,  wenn  man  sich  ü  far  y 
geBchrieben  denkt     Kadi  Formel  3)  wird  non 


f: 


WO  die  Fälle  f&  =  |  und  f&^f  zu  nntendftddcn  sind.    Der  erste 
FaUgiebt 

lU=(\lx  +  Ci,    U=ze^x^; 
femer  dorch  Differentiation  nnd  Aendening  der  Gonstanten 

also  Ftembeln.    Im  zweiten  Falle  wird 


mithin  ist  die  Gleichimg  der  Canre  Ton  der  Form 

1  -4^    • 

Die  Gonstanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  17 
mit  a  gleichzötig  rerschwindet  und  dass  die  Gurve  durch  einen  ge- 
gebenoi  Punkt  ^^  gehen  solL  Nimmt  man  a.  B.  f&  =  |,  ^.  =  5^, 
^  =  —  Wa,  so  sind  die  Werthe  Yon  y,  i  und  U: 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  fttr  f*  =  J;  die 
Fläche  U  ist  hier  von  der  Stelle  x  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Cnrve  Yom  Negativen  zum  Positiven  Übergeht. 

Grehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  keiner  der  bisher  untersuchten  Formen ,  so  muss  man  zur  Inte* 
gration  durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen« 
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§.  118. 
Differentialgleioliimgen  höherer  Ordnimgen. 

Wenn  es  schon  für  die  Difierentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Iniegrationsmethode  gieht,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  DifPerentialgleiohungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachtai  zunächst  die  Differentialgleichung 


.  .  •  • 


. .  .  +  X„_i  ^  +  Xny  =  0, 

worin  Xi,  X2,  •  •  •  Xn  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  nidgen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  particn. 
lare  Integrale 

so  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  n&mlich 

y  =  CiVi  +  Caya  + +  Q,y„ 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  cond;  im  G^enfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

,x       d^y  .       d^^^y  .       ^""'y  .  ,  dy  , 

'>     5^  +  «>5:?=i  +  «»d5J=i  +  -  +  '^-»5f  +  «-»=<'' 

worin  Oi,  02,  •••  An  constante  Goefficienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  y  =  e^',  indem  unter  X  eine  noch  unbestimmte  Gonstante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichang  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)  A«  +  aiA«-i  +  02^«-»  +  ...  +  a,-iA+a„  =  a, 

deren  n  Wurzeln  Ai,  A^,  •  •  •  A«  heissen  mögen.  Jeder  voxt  den 
Ausdrücken 

c*»*,    c*t«,    c*t*,  . .  .  eK* 
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bildet  ein  particuläres  Integral  der  Grleichong  1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y  =  Ci^'  +  G^e^'  +  •  •  •  +  (ic^*. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  ModiEcation,  wenn  mehrere  Wur. 
zeln  der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imagin&r  .sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  Ai,  X^,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A^  =  Aj  -^  A,  A3  =  Ai  -\-  s  und  entwickele  die  Expo- 
nentialgrössen,  in  denen  Ö  und  e  Yorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Cti  +  (h  +  Cb)^'  +  iCkS  +  CkB)x(^' 

+  1(02«* +ft«')Ä?2e^^*-f  etc. 

unter  d^n  „etc.^  rind  hier  alle  die  Glieder  Yerstanden ,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  ron  d  und  s  enthalten.  Setzt  man 
Ci  +  Gl  +  Ca  =  a  G2S  +  C36  =  er,  endHch  1(0^««  +  Q««) 
=  0'^  und  lässt  schliesslich  d  und  6  in  Null  übergehen,  so  wird: 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  h  gleiche 
Wurzeln  . 

Aj    =   A9    =   Aj    •   •  •   5S2  Ajl 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden ,  so  erhalt  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 

4)  y  =  (C  +  C'x  +  C"««  H +  (?*-i)a?»-i)6*i* 

+  Ci  +  ie**  +  i'  +  Ci+2C**+«'  4-  •  •  •  +  C««^'. 
Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Umänderung 
ein ,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt ;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Gon* 
stauten  comjdeze  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 


•  •  • 


• .  • 


+^g+?»=»- 


Der  Versuch  y  -=1  0^  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
nten  Crrades 


652     Cap.  XVIII  §.119.    Die  Variation  der  Gonstanten. 


fi(^— l)(ft  — 2) ....  (ft  — «  — X) 
+  ai^(fi—  l)(iü- 2)  .  .  .  (ft^n-^2) 
®)            ^4-  aaft(fi— .!)(/[*  — 2)  ...  O^  —  n  —  S) 
+ • 

deren  Wunseln  fii«  ft^i  .  •  •  ^  heiBsen  mögen.     Jede  der  Potenzen 

05^»,  aj/'«,  ic^»,  .  .  .  xl^ 
stellt  jetzt  ein  particnläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  =  Cjitt"!  +  Ciaa"«  +  . .  .  +  CnXf'n. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  Modi- 
flcaüon  ein,  wie  bei  dem  ▼(»igen  Beispiele;  Enthalt  n&mUch  die 
Gleichung  6)  die  h  gleichen  Wurzeln    * 

f*i  =  Pa  =  fit  .  .  . .  =  f*», 
80  iBt  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y  =  [Ö+  C'?aj  +^ +  (?*-i>Gä)*-Tä"» 

wie  man  leicht  finden  wird« 

Bei  oomplexen  Wurzeln  ist  jedes  paxticnläre  Integral  von  der 
Form  x^^  +  'Z'  mittelst  der  Formel 

««+'/»  =  «•«*/»»»  =  ««[cosO»?«)  +  f  sni(/»l«)] 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  lu  zerlegen. 


§^119. 
Die  Vartatloii  dar  Oonstantesou 

I.    Wir  betradtai  nodi  die  aljgememare  Diffnreniialgleiclnmg 

luid  twar  unt«r  der  ToraaBfieliinig,  daai  man  m  in  dem  speckOen 
F*Me  1  =  0  integriien  k^kuMw  Nouien  wir  91»  y^  9^  .  •  •  9^  dt« 
parÜciilir»  Integrek  dtr  i^tdocirtiB  Diffinrential^eidinnif 
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80  lässt  sich  vermuthen,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 

2)  y  =  UiPi  -f  ujy^  +  •  •  •  +  ^nyn 

haben  werde,  wo  t<i,  K^,  .  .  .  t^n  noch  nnbekannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n  —  l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rechung  giebt: 

o\  dUi      ,  dU2     ,  ,  dUn 

5^ -"^  dF +  "» ^ ■•■•••  +  "•  d^' 

^1  ■    ■  —  -4—,  ■       -+-   •    •    •     -4—      — — •    ■  '  r^T    \J 

dx   dx         dx    dx  dx  dx 

U«   8.    W. . 

'^  dx^-^  Tx  ^  daf*-^    dx  ^       ^  dx"""^    dx  ' 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

"*"  (?aj«-i    da?  "*"  di»"-i    d»  "*"  **'  "^  do^-i    dx  * 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 

Differentialgleichung    7)    zu    erfüllen   ist.      Nach    Substitution    der 

dv    d^'u  d^y 

Werthe  ro|i  y,  -~ ,  -=-4 ,  •  •  •  j-^  nnd  mit  Beachtung  d^  ümstan- 

ax    »05*  ax^ 

des,  dass  jede  der  Functionen  yu  y2%  •  •  •  yn  der  reducirten  Gleichung 

1)  genügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

d^^^yi  dui        d^^^y^  duj    I   ...   I    d^-^y   dUn  _  ^ 
daf^-^    dx  "^  daf*-^   dx    •   '"   •    dx''-^    dx 

Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  eta  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui     dui     dus  dUn 

Hx^   dx  ^    dx^    '  *  dx 
die  folgenden  n  Beziehungen: 
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dyi  dui        dpiduf     dpn   dUn    _^ 

dx    dx         dx    dx  *  '  "t     ^^     ^^ 

d^ffi  dui        d^  ^1  .     ^  ^    —  o 

dx^   dx  '^  dx^   dx  '^  "^    dx^    dx     ~ 

d^~^yi  dui        df'-^yt  dUj  r  *!Z!^  ^  _  0 

dof"-^    dx   "^  doif-^    dx  "^  "^  da;»-»    ^^ 

<?a;»-i    dx   "^  (la;»-i    dx   "^  "^  da:— i    da?  ' 

welche  rücksiclitlicb  jener  ÜDbekaimten  vom  ersten  Grade  sind.    Man 

du\     du^  du^ 

kann  demnach  -r— ,  -r— ,  •  "  '  -r—  jederzeit  bestimmen   und   erhalt 

ax      dx  ax 

sie  als  Functionen  Yon  x,  etwa 

dth  dus  dfin 

daraus  folgen  Wi,  i^>  -  *  -  ti«  selbst  und  zuletst  ist  nach  Formel  2) 

6)  y  =  yi  [fxiäx  +  (j]  +  !h[fx^dx  +  ft]  + 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

n.  Die  Variation  der  Gonstanten  liest  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  particulSren  Integrale  der  redacirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  s.  B.  nur  die  n  —  1  particolireo 
Integrale  fßu  th*  •  •  •  9»— i  bekannti  so  setien  wir  wiedeor 

7)  P  —  ^fh+^fhA h  «»-ijfii-i 

und  redmen  wie  Yorhin  nur  mit  dem  üntwschiede,  dasafiberaUii — 1 
an  der  SteUe  yon  n  steht;  dies  gi^bt 


di-  ^^  dr+  •^  dr  +  ---+  ••-^  ""d^- 

^x  dui     .  dUf     .  ^«la-1 

^  ds   4»   ^  ds   ds   ^         ^     d»       ds     ~    ' 

O.  8.  W. 
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^  daf-»    da?  ^  ^     dinf^-^        dx  * 

"*"  da;»-«    da?  "*  "^     da;»-«        da?    •     ^ 

and  wenn  noch  einmal  diflPerenzirt  wird, 


4.   O   (^~^yi  ^1  . 

"^      Ida;«-^   da?  "*  "*" 

d*'-»yx  d«U|  d^'-^y^^i  d«fin-i 

"*"  da?«-»    da?»  "^  "^     da;»-»        da?» 

Sabsütuirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  beräck- 
sichtigt,  dass  ^i,  yj,  •  •  •  y«— i  der  reducirten  Dififerentialgleichung 
genügen,  so  erhält  man 

daf-^    dx    "^  ■*"     dsif-^        dx^ 

11)        <  (daf'-^   dx    "^  *"     da?»-i        dx 

^^'|da?»-»    da?    ^  ^     daf-»        da? 

=  X 

Die  n'^2  Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Dififerentialquotienten 

dui     dtts  dUn^i 


•  •  •  • 


dx*    dx'  dx    ' 

sieht  man  den  ersten  derselben  als  bekannt  an,  so  kann  man  ans 
jenen  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotienten 
finden  und  erh&lt  sie  in  der  Form 

dtts  dui    dtiz dtti  dtt«—!  dui 

wo  f^,  f^f  *  •  *  t^n.i  bekannte  Functionen  von  a*  sind.  Die  Substita* 
tion  dieser  Werthe  in  Nro.  11)  ffihrt  zu  einer  Gleichung 
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in  welcher  P  and  Q  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  allgemein  integriren  kann,  so  enthält  Ui  zwei  will- 
kürliche Constanten,  femer  geben  die  Oleichungen.  12)  die  Werthe 
von  t*2,  «j,  ,  ^  ,  Un—i  mit  n  — 2  weiteren  Constänten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesuchte  y  mit  zusammen  n  willkürlichen  Constän- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  n  —  2  par- 
ticuläre  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  bekannt  sind; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularintegrale  oder  des 
allgemeinen  Integrales  fährt  dann  auf  eine  Differentialgleiehung  drit- 
ter Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen, 
ist  hiemach  leicht  zu  übersehen. 


Cap.  XIX. 

Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variabeien, 

§•  120. 

Integration  der  simiUtonen  ^leiolLungen  erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n  -(-  1  Yariabelen  x^  y%  fSf  •  >  •  S^  U  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 


1) 


j^  =/«(«. y»^,...0  etc. 


bestehen  sollen,  so  müssen  x,  y^  jgy.  ,  .  a^  9h  Functi<m«n  von  t  ge« 

dacht,  daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,   eine 

neue  Gleichung  zu  bild^o:,  welche  nur  die  unabhängige  Yariabele  i 

und  eine  der  abhängigen  Yariabelen,  etwa  OR,  enthält.     Man  gelangt 

dx 
hierzu  auf  folgendem  Wege.     Aus  der  ersten  Gleichung  —  =/i  er- 

giebt  sich  durch  Differentiation: 

ä^_^  dx        df^dy  i?A^,8A 

dt^        dx'dt  '^  dy'dt  "*         *"  ds'dt'^  dt* 

Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  rr,  ^, 
•  .  .  8,  ^  sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/i  bekannt  ist;  f&r  die  Differeutialquotienten  -=-,  -7^,  •  •  •  — 

dt     dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Differentialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

;—  =/i(rr,y,...s,f);    -^  =  (p2(jß,P,*"S,t);... 

Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n  —  1  Unbekannten  y,e^..,8  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 

/        dx    d'^x  d["-^a?\ 

y   —    li^\t,X,     ^^,     — ,     ...^^;j-j.^. 

_       /        dx    d^x  (ft""^rc\ 

•        •••*••• 
_-       A       dx    d^x         ä^^^x\ 


3) 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  deop  Oleicliimgen 
ä)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

•^    ;  d^x         ,  / .       dxd^x^      .  d»— ^a?\  . 

d.  h.  eine.'PifPerentialgleichung  nter  Ordni;ing  zwischen  x  und  i.    Aus 
dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  v^n  ^,  dadurch  werden  sugleich 

77'  TtT?  ®^'  ^®^i"^^«  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 
dt     dt* 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Vanabelen  y,  e  ...  s. 

Als  Beispiel  möge  die   Integration  der  drei  simultanen  Ofoi-- 

cbangen: 


' »." 


-"U  ^  ätj' 
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vorgenommen  werden.     Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 

dy  de 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  -^  und  -rr 

dt  dt  • 

d^x 

6)  -^^  ct(ß  +  y)x  +  ayy  +  aßgi 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  giebt 

7)  ^  —  2aßYX  +  aiaß  +  aY  +  ßY)(y  +  0). 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  Jif,  nämlich 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren,  oder  kürzer,   man 

dx 
setzt  in  Nro,  7)  —  iux  a{if -\-  e)  und  hat  so: 
•      dv 

10)  ^  =  2«^yx  +  (a/J  +  «y  +  /Jy)ff- 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  aj=  CiC^i' +  Cic^' 4-  <i«**S 
wo  Ai,  A2,  A3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  A8  =  (a/5+ay  +  /Jy)A -f  2«/Jy 

sind.     Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  £^,  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus? 
nähme  erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent^ 
wickelt  hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  o? 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.    Um  nachher  alle  übrigen  Yariabelen  y%  My*  *  <. 


t 


woraus  als  yoUstäi^diges  Integral 

14)  «=  Ce»«  4-  Ol 
hervorgeht  Zieht  man  jetzt  die  erste  CHeichang  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fallt  m  weg  nnd  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

sie  giebt: 

15)  y  =  Cc«' *+  Ciß-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraction  der   ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  #=  Ce>«  4-  Cser-^^ 

Die  Werthe  von  o?,  y^  »  enthalten  zusammen  vier  Constantea,  mit* 
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zu  finden,  bedarf  es  nodi  der  Integration  einiger  Hülfsgleiekungai,  1^ 

dx  - 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  rr,  -rr  eta  be- 
kannt gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  a  z=:  ß  =.  y  z=z  \  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3  A  4-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2,  ^  •=!  X^  =  —  1,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential- 
gleichung ist  jetzt: 

er=zCe^*  Ar  Ge-*  -|-  G'te-*, 
und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfährt, 
60  stösst  man  auf  die  ünbequemlidikeit,  dass  ß  —  y  =  0  und 
ff  =  §  wird.  Dieser  Uebelstand  losst  sich  zwar  beseitigen ,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6); 

—  =  2x  +  y^z, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d'^x        e^      .    dx 

=  2x  +  — • 

di^  ^  dt' 
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f     hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  fiir  x^  y^  B  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung; 

'17)  C|  +  C,  +  Q  =  0, 

1^.    wodurch  die  normale  Zahl  der  Ooiistanten  wieder  herbeigeführt  wird. 


§.  121. 
Sünultane  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simioltanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Yariabelen  o;,  ^,  ^er,  .  •  .  s  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich: 

dx  _    ,     ^_d^ „    d^x  _  dod' ,,, 

di~^'dt'^—  di—^'l^  —  ^di~''  '•••• 

dt  ~^'    dt^  ~  dt~^'    di^  ~  dt    ~^  ''••• 

U.    8.    W* 

und  sieht  a/,  a!\  ixf[\  ...  f/,  y" ,  y,  u.  s.  w,  als  neue  Variabele  an, 
so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  ei^er 
grösseren  Anzahl  von  Yariabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

5f  =  ^.  1?  =  ^. 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Yariabelen  x,  ff,  o/,  t/  enthalten,  um  die  erwähnte  Methode  anzu. 
wenden,  differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  und  ^ 
entwickeln,  namentlich  ist 

BohlOmilch,  AnalyBli.  L 
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oder,  vermöge  der  Bedeutung  von  a/, 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  gieht 

g  =  2  ^  -  2^'  +  ^  =  2(2^.-00  -  2a/ +  ^. 
dt^  dt  ^  dt  ^  ^  ^   dt 

Hier  kommt  bereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x\  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutuDg  von  mf 

d^x        d^x    ,    ,  dx 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist 

^*  —  ;i2  +  4  A  — .  4  =  0, 
oder  auch 

A*  —  (A--2)«  =  (A2  +  A  — 2)(A«  — A+2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

Ai  =  —  2,  Aj  =  -)-.  1|  A3  = ,   A4  = 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

X  =  Cie-2<  +  C2C+'  +  Cse^*cos(ltV7)+C^el'sin(ltV7); 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Dip 
Summe  der  Gleichimgen  18)  ist  nämlich: 

d.  h.  wenn  05  +  y  =  s  gesetzt  wird: 

ds    ,    dH  _ 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  seinen 
Werth: 
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einführt,  bo  gelangt  man  zu  der  DifiEerentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Gonstanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  05,  dann  y  =  s  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens ,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  X,  ff,  £r,  .  .  .;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x^  y,  jer,  .  .  .  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  x,  y,  jer,  .  ^  .  als  neue  Unbekannte 
einfuhrt  und  für  diese  eine 'Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

d^x  ^^  ^__  ^y 

^      dP  ~        V(x^  +  y^)^'    dt^~        V(a:2  +  2/2)8 ' 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  V^Mhy* 

2u  erhalten.     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

d'^y  ^      ^_  f. 
^  dp        ^  dP  "^    • 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

T.  /   dy  dx\ 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

dy  dx         . 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 

")    <-+»■)  P' +(S)*i-K-r  +  »  äff  =  ^'- 
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Andererseits  folgt  aus  den  GleichaDgen  21) 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit 


m+mi 


und  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Aosdmcke 

2h       xdx  +  pdff 


=  -y-  =  <r) 


Die  Integration  föhrt  daher  zn  der  Gleichung 

(g)'+@)'=^-- 

Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  da»  dort 
ist,  80  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  t  enthalt.    Sie  ist  durch  Sonderung  der  Yariabeleo 

integrabel  und  giebt  der  Beihe  nach 

,  '  -  •  • 

r^  =  V2kr  —  Br^  —  A^, 
at 

und  umgekehrt,  wenn  (o  die  Integrationsconstante  beseichnet, 

i-U=  f- ^^ . 

J  V2Jfer  — ^r»  — ^« 

Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 


dass 


..,-B._..=.t(l-i') -(!-,)•( 


ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  B  durch  neue  Constimten 
a  und  e  zu  ersetzen;  für 

a 

wird  n&mlich 

rar 


24)  *  —  «•  =    A    .-    i  ü 


V7[^'**-(«-^y] 
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Die  Aasfuhrung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  — .to  =/(*")  gehen,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist.  um  zu  sehen,  worauf  es  dahei  ankommt,  fuhren  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variahele  ^  ein,  indem  wir 

25)  r  =  a  (1  —  ecasif) 

setzen;  dadurch  wird 

t^t^^Yj  y  (1  —  BCOSif)dip  =  y/^(*  — €«tn*). 
Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 


26) 


*  —  esinip  =  (e  —  (e)   y    '^ 


nach  if  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25).   —   Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x  und  y 

seihst  zu  hestimmen.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — und — 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht;  es  liegt 

daher  nahe,  —  =  cosg),  mithin  ~  =  sin(p  zu  setzen,  wo  (p  eine 

neue  Variahele  hezeichnet.     Die  Substitution  der  Werthe 
27)  x=:zrco8(Pfy'=rHnqf 

in  die  Gleichung 

verwandelt  diese  in 

(  dq>    ,     .       dr] 

rcosq>  \rcas(p  -^  +  stntp  —\ 

—  rsm^  I  —  rsin^>  "17   +  <^9  -rrl 

d«  L  sehr  ein&ch 

r«  ^  =  V*a(l-ß«). 

Bringt  man  r'  und  dt  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  ^  di  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 

,p  =  aYr^*  [^ — £r , 
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and  durch  Suhstitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  B  cos  tl>) 
für  r 


(p  =  Yl^B^  J—A 


BCOSlp 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausführbar,  in. 
dem  man  a=l,&  =  —  e,  i*  =  ^  setzt  und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  €  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist.    Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 

9  =r  2  arctan  (  1/     ^    tan  |  ?f^)  +  9>o» 
wo  97e  ^^^  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus 

28)  *an|(g>  —  g>o)  =  1/  r^-  tan  \ ^. 

Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  ^ 
durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  (p  nach  Formel 
28),  endlich  x  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt;  dabei 
bleiben  a,  €,  ^oi  9d  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrationscon- 
Btanten, 


Verbessörüng. 


Auf  Seite  362,  Zeile  13  bis  21  von  oben  mnss  es  heissen: 
Hiemach  ergiebt  sieb  z.  ß. 

r ^ =  2^ ^ ' 

J  acosu  +  ßsinu  +  y  7  y  +  «  +  2ßt  +  (y  —  «)*«' 

die  Integration   in  Beziehung   auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

liefert,  wenn  «  ^  y  vorausgesetzt  und  der  Werth  t  =  tan^u  re- 

stituirt  wird, 

du 


"'         /.- 


C08U  +  ßsinu  +  y 


2 

arctan 


~  ~  ß  +  (y  —  «)tani«  "•"  ^'  «'  +  /»'=y». 

=  1  I  //8+(y  -  «)  to»|  w  -V«»  +  /»» — y'\  +  Q 

]/«»  +  /?«  — y»     \^+(y_a)to„i„-t.l/a8  4./S>_y»/ 

a«+/l»>y«. 

In  dem  speciellen  Falle  y  =  «t  verlieren  diese  Formeln  ihre  An- 
wendbarkeit; es  ist  dann 

du r     dt 

a(l  +  C08u)  +  ßsinu       J  u  ■\-  ßt 

=  i  J(«  +  /JO  +  C  =  ^  l(a  +  ßtan^u)  +  C 


1 

t 


